Fisica Teérica 1 — 2do Cuatrimestre 2009

Relatividad Especial y Formulacion Covariante del Campo Electromagnético.

1. Problemas

1. * Supongamos 2 referenciales inerciales S y S’ en movimiento relativo, con velocidad
V, uno con respecto al otro. En O y O’ (origenes de S y ', respectivamente) hay
sendos observadores que pasan uno frente al otro cuando t = t/ = 0. El eje O'2’ de
S’ se desliza sobre el eje Oz de S (0 sea V tiene la direccion de Oz y O'z'). En los
puntos del eje Ox con x = —d y x = +d hay sendos relojes en reposo en el sistema
S. El observador que estd en O quiere sincronizar estos relojes con el suyo propio
y para ello envia simultdaneamente desde O en t = 0 dos rayos de luz, uno hacia
adelante y otro hacia atras, segtin el eje z. Cada reloj tiene un mecanismo que le
permite detectar el rayo de luz, y al hacerlo el reloj queda puesto automaticamente
ala hora t = d/c. Para verificar que los mecanismos de sincronizaciéon que tiene cada
reloj han funcionado correctamente el observador en O envia dos ayudantes suyos,
cada uno de los cuales lleva en la mano un reloj sincronizado con el del observador O,
hacia los lugares de S donde estan colocados los relojes fijos (en z = —d y = = +d),
debiendo cada ayudante verificar que el reloj fijo que encuentra y que el que lleva
en su mano estan sincronizados. Los ayudantes se mueven a una velocidad ¥ muy
pequena (v < ¢) por lo cual se puede despreciar el atraso de los relojes respecto del
reloj fijo en O (tal y como se ven las cosas desde S). Los ayudantes verifican que al
llegar a los relojes fijos estos se encuentran sincronizados con los suyos.

a) Segun ve las cosas el observador que estd en O, jestan los relojes fijos en x = +d
sincronizados entre si y con el del observador en O?. Responder: i) Usando que
para todos los observadores la luz tiene siempre velocidad ¢, ii) Usando las
transformaciones de Lorentz. ;En qué instante llega el rayo de luz a cada reloj,
segtin ven las cosas los observadores de O" y O?.

b) ;Como explica el observador de O’ que los ayudantes de su colega de O encuen-
tren los relojes fijos de S sincronizados con los suyos?. Cuando el observador de
O’ pasa frente al reloj fijo de S, en x = +d, jqué hora marca este reloj?, jy qué
hora el reloj del observador en O'?. ;Como explican las cosas los observadores
de Oy O

¢) ;Cual es el tiempo propio entre el instante en que O’ pasa frente a O y el instante
en que pasa frente al reloj de S que estd en x = +d?, ;y entre el instante en que
es emitido el rayo de luz desde O y el instante en que el reloj en x = d recibe
la luz?. El intervalo entre las dos llegadas de laluz a ¢ = +dy a o = —d jes
espacial o temporal?, ;cuanto vale?.

a) El dia que cumplia 21 anos Pedro se despide de su mellizo Pablo, que queda
en tierra, para emprender un viaje espacial en un cohete que se mueve con



velocidad 3 = 24/25 respecto de la tierra. Luego de 7 anos de viaje, segin su
reloj , Pedro invierte el sentido de su movimiento para regresar a la tierra en
otros 7 anos, y reencontrarse con Pablo. ;Qué edad tiene cada uno cuando se
vuelven a ver? Analizar el problema desde el punto de vista de ambos. Realice
un diagrama de espacio - tiempo para analizar mejor la situacion.

. Qué edad tiene cada gemelo cuando se invierte la velocidad del cohete? Discutir
los puntos de vista de Pablo y de Pedro antes y después de la inversion de
velocidades.

Supongamos que tanto Pablo como Pedro se envian, uno al otro, pulsos de luz.
Ambos se pusieron de acuerdo en enviar los pulsos periédicamente, con el mismo
periodo 7, entre dos pulsos sucesivos. De esta forma es posible a cada mellizo
“medir” la edad del otro. ;Qué edad atribuye asi cada mellizo al otro?

3. Desde un cohete que viaja con velocidad @ respecto del referencial del laboratorio se
emiten senales luminosas de frecuencia v, (respecto del cohete). Si ¥ || Oz: determinar
para cualquier punto del plano (zy) del referencial del laboratorio la frecuencia v con
que se recibird alli la luz emitida por el cohete (efecto Doppler).

a)

Haga el calculo suponiendo que la luz consiste de pulsos emitidos periédicamen-
te desde el cohete, con periodo 7, = 1/v,. Entonces 7 = 1/v, donde 7 es el
tiempo entre la recepcion de dos pulsos sucesivos en un punto dado del refe-
rencial del laboratorio. Realice el calculo directamente y usando diagramas de
espacio-tiempo. Analice el punto de vista de un observador del cohete y otro del
laboratorio.

Asuma que la luz esta formada por fotones de energia ¥ = hv y masa en reposo
nula que viajan a velocidad ¢, jcuél serd su impulso?. Haciendo esta hipotesis
deduzca nuevamente los resultados de a).

Suponga que la luz se emite en forma is6tropa en el referencial del cohete. El
haz de luz que, desde el cohete, se emite hacia el hemisferio de adelante seré
visto desde el laboratorio concentrado en un cono de dngulo pequeno ¢ y eje
colineal con la velocidad ¥ del cohete. Pruébelo y halle ¢. ; La emision de fotones
es isétropa?, ;y la energia?

Muestre que si v es la frecuencia y k= 27211 es el nimero de onda de una onda
U(z,t) = U,cos 27w(ﬁ7‘z —t), de velocidad de fase ¥ = vii , entonces (22, k) es
cuadrivector.

Muestre que si FE es la energia y p’ el impulso de una particula (%, p) es un
cuadrivector. Deduzca que si se asocia una onda a una particula haciendo F =
hv debe ser p'= hk. Un fotén es una particula de masa en reposo cero. Muestre
que para los fotones E = pc y luego debe moverse con velocidad c.

Si ds es el diferencial de tiempo propio de una particula y # es el vector po-

sicién de dicha particula, defina su cuadrivelocidad v como u = (c%, %) y su
cuadriaceleracion a = ‘fi—z . Muestre que a.u = 0, u.u = 1.

5. Un espejo se mueve con velocidad V en una direcciéon perpendicular al mismo. Un
foton de energia E incide sobre el mismo en una direccién que forma un angulo 6 con
la velocidad del espejo. Obtenga la direccién y la energia del foton reflejado.



a) A partir de la expresion del tensor de intensidad del campo electromagnéti-
co, obtener las leyes de transformacién de los campos eléctrico y magnético al
cambiar de sistema de referencia. Analizar los siguientes casos particulares: 1)
B=0; E|t,2) B=0; EL0,3)E=0; B||#,4) E=0; BL7.

b) Demostrar que si E y B son perpendiculares en un sistema de referencia, en-
tonces también lo son en cualquier otro.

¢) Probar que si |E| > |B| en un sistema inercial de referencia, ésto se cumple en
cualquier otro sistema.

d) Mostrar que si E es perpendicular a B y |E| # |B|, entonces hay un sistema en
el cual s6lo hay campo eléctrico o solamente magnético. ;Siempre hay soluciéon?
si es asi, jésta solucion es tnica?

Sugerencia: para los tltimos tres puntos, conviene pensar en cudles son los invariantes
que pueden construirse a partir del tensor intensidad de campo electromagnético.

* En un sistema de referencia S, los campos eléctrico y magnético son perpendiculares
entre si.

a) Encontrar un sistema S’ tal que solo haya campo eléctrico.
b) Encontrar un sistema S’ tal que s6lo haya campo magnético.

c¢) Los puntos anteriores, ;siempre tienen solucién? Si es asi, jésta solucion es
inica?

Un cilindro de longitud infinita tiene densidad uniforme de carga y por él circula,
ademads, una corriente uniforme paralela al eje del cilindro.

a) Encontrar el sistema de referencia en el cual hay s6lo campo magnético o eléc-
trico. jPor qué es tinico?

b) Hallar el valor de los campos en el nuevo sistema.

Una barra infinitamente larga y de seccién circular estd cargada uniformemente en
volumen.

a) Calcular los campos eléctrico y magnético en un sistema de referencia que se
mueve paralelo a la barra de dos maneras distintas: i) a partir de las distribu-
ciones de carga y corriente en el nuevo sistema, ii) por transformacion directa
de los campos.

b) Ahora se tienen dos barras como la anterior dispuestas una paralela a la otra
y en reposo relativo. Demostrar que la fuerza por unidad de longitud con que
se atraen en un sistema de referencia que se mueve paralelo a las barras (S”)
es la misma que en el sistema en el que las barras estan en reposo (S), por dos
métodos: 1) en base a las interacciones electrostéaticas y magnetostaticas en S’,
més las leyes de transformacion de los campos, ii) demostrando que el objeto
f# definido segtn:
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es un cuadrivector, y es la generalizacion covariante de la fuerza de Lorentz.
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¢) Como “yapa” del punto anterior obtener la ley de transformacion relativista para
la potencia disipada por efecto Joule.

Considerar un dipolo magnético puntual que se mueve con velocidad ¥ respecto de
un sistema de referencia S. En S’ el sistema en el cual el dipolo est4 en reposo, el
cuadrivector potencial tiene componentes:
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Demostrar que a primer orden en [ en el sistema .S aparece un dipolo eléctrico cuyo
momento es p = 3 x n'.

a) Transformando el campo coulombiano, halle los campos E y B debidos a una
carga ¢ que se mueve con velocidad V.

b) Sean dos cargas que se mueven con velocidad constante sobre trayectorias mu-
tuamente perpendiculares. Usando el resultado del inciso (a) determine las fuer-
zas de Lorentz sobre cada carga en el instante en que una carga cruza la tra-
yectoria de la otra. Compruebe que las fuerzas no son iguales y opuestas. ;Qué
sucede con la conservacion de la cantidad de movimiento?

Encontrar la ecuacién de la trayectoria para una particula relativista que se mueve en
un campo eléctrico uniforme y estatico, dirigido segiin el eje . Tomar como condicién
inicial p, = p, = 0y p, = po. Demostrar que en el limite no-relativista se obtiene el
resultado conocido de mecanica clasica, es decir, una parabola.

Encontrar la ecuacién de la trayectoria para una particula relativista que se mueve
en un campo magnético uniforme y estatico.

Encontrar la ecuacién de la trayectoria para una particula relativista que se mueve
en un fondo electromagnético uniforme y estatico, tal que el campo magnético es
perpendicular al campo eléctrico. Considerar los tres casos posibles:

a) |E| > |B|
b) |E| < |B|
c) |E|=|B|

Sugerencia: En los casos a) y b) hacer transformaciones de Lorentz adecuadas para
reducir el problema a los ejercicios anteriores.

II. Pregquntas conceptuales

1.

2.

i Es posible que una particula viaje con velocidad mayor que ¢?

. Es posible enviar sefiales a velocidades mayores que la de la luz? ;Qué ocurre con
la causalidad? (Visualizarlo en un diagrama de espacio-tiempo).
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Sea una barra rigida muy larga que se traslada con velocidad v formando un angulo «
con el eje fijo ox. Determine la velocidad w del punto a de interseccién de la barra con
ox. jPuede ser w > ¢? ; Puede utilizarse este sistema para enviar senales a velocidades
mayores que c?

Un faro rota uniformemente con velocidad angular w, emitiendo una senal luminosa.
Si tomamos 2 puntos a y b muy alejados del faro, la senal pasa de a a b a velocidad
mayor que c¢. ;Contradice esto la Relatividad?.

i Es compatible con la Relatividad la existencia de cuerpos perfectamente rigidos?

JEn qué caso se conserva y en qué caso no, la direccién de una barra al hacer una
transformacién de Lorentz?

Sea una regla en reposo, que mide [. Si ahora se mueve con velocidad v y la mido
nuevamente, ésta se contrae segun la ley I’ = [/~. jSerfa esta una manera de detec-
tar un sistema de referencia privilegiado, contrario a lo que sostiene el principio de
relatividad?

. En un sistema de referencia S, el intervalo entre dos eventos dados es de tipo espacial.

;. Es posible encontrar un sistema S’ tal que el intervalo entre los mismos eventos sea
de tipo temporal?

. Un corredor se mira en un espejo varios metros delante suyo. Si fuera con velocidad

¢, jqué veria?

;Como pueden graficarse los ejes de un sistema S’ que se mueve con respecto a S
en el diagrama de espacio-tiempo de S7. ;Qué ocurre con el cono de luz en ambos
sistemas?. ; Como se ve en estos diagramas la relatividad de la simultaneidad?

i Puede un foton desintegrarse en 2 fotones?, jy en un par electron-positron?. jPuede
un pion neutro I1° desintegrarse en 2 fotones?

El vector de onda de una onda electromagnética plana, jes un invariante?. ; Qué tiene
que ver esto con el efecto Doppler?

i,Por qué en el marco de la relatividad espacial no tiene sentido hablar de campo
eléctrico o magnético, sino del campo electromagnético?

En el caso de una carga en movimiento, si uno compara las lineas de campo eléctrico
vistas desde el sistema S’ en el que la carga estd en reposo, con las lineas de campo
vistas desde S, se ve que en este ultimo caso las lineas se encuentran comprimidas en
la direccion del movimiento. ;No se contradice esto con el hecho que Ej se conserva?

., Cémo podrian escribirse las leyes de conservacion de la energia y del impulso del
electromagnetismo en forma covariante?

i Qué relacion hay entre la masa nula del fotén, la invariancia de gauge del electro-
magnetismo, y el alcance de la fuerza electrostatica????



