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Y Todo el mundo cree en ella, me decia un dia Lippmann,
puez lox experimentadores se imaginan que es un teorema de

matemditicas y los matemdticos que es un hecho experimental”.

Sobre 1a LEY de BAUSS.

Henri Poincaré.



RESUMEN

En la primera parte de este trabajo se introducen algunocs

conceptos basicos afines a la teoria de probabilidad tales

como espacia muastral, suceso, &lgebra booleana, medida
probabilidad, variable aleatoria (discreta, continua
mixta) v funcidn de distribucidn acumulativa.

Luego, haciendo uso de estos conceptos, se realiza
desarrollo gue nos permite mostrar los fundamentos de

Distribucidén Binaomial.
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1. INTRODUCCION

Muchas veces nos asombiramos al descubrir cémo  han nacido
ciertas teorias que. en principio fueron utilizadas pars
resolver problemas que nada tienen que ver con la "ciencia®.
Una de estas teorias, que comenzé a formarse a partir de una
disputa entre jugadores, es el Cilculo de FProbabilidades, &
partir de la cual se han desarrolladoc la estadistica, la
teoria de errores, la tecria de juegos de azar, Yy muchas
Dtrés.

Hist&ricamente 1 Calculo de Frobabilidades estuvo lleno
de controversias y ambigledades, incluso hubo dos  grandes
interpretaciones filoséficas opuestas acerca del caracter
objetivo o subjetivo del concepto de probabilidad. Recién  a
principios del siglo XX se llegaron a establecer claramente
las bases axiomidticas de esta rama de la matematica.

Fs importante dejar an claro aque la teoria e
probabilidades es un modelc matesmdtico  aw dJeterminista o
estocAstico. Estos estan en contraposicidén con  los modalos
deterministicos que estipulan gue las condiciones bajo las
cuales se realiza un experimento determinan el resultado del

MLISMO .



2.1. ESPACIOS MUESTRALES

Si para representar algan fendmeno utilizamos un modelo no
determiqista, y al realizar cierto experimento relacionado
con dicho fendmeno conocemos la totalidad de los resultados
que pueden ocurrir, se define como espacio muestral [E al
conjunto de todos los resultados posibles. Asi, dado un
axperimento, cada resultado posible serad wun elemento  del
conjunto [E. Entonces, para poder realizar un modelo
estocastico de la realidad, debemos poder definir con
certeza todozx los resultados posibles del experimento en

cusstidn.

En 1la teoria de probabilidad es comun referirnos a una
coleccion determinada de resultados posibles, es decir a un
subconjunto del espacio muestral, llamaremos suceso a este
subrconjunto. Definido un suceso B, alA realizar el
experimento obtendremos un resultado x, diremos que ocurrid
el suceso B s1i x €« B. 5i en cambio tenemos que x &« [B diremos

que el suceso B no ha ocurrido.

2.2. ALGEBRA BOOLEANA

Definido el espacio muestral, es frecuente realizar
operaciones con subconjuntos (sucesos) de éste: unidn,

interseccidén, complemento.



S5i tomamos una clase & de 5ubconjunt051 de un bLniversal 5,
seria interesante garantizar gque A sea cerrado con respecto
a 1las operaciones mencionadas. Fara esto definimos  un
Algebra booleana de conjuntos.

Uria clase no vacia A de subconjuntos de un Universal & ase
llama algebra booleana si para todo par de subconjuntos B vy

C tal que BeA y Celd se cunple :

Estas dos propiedades implican cue tanto el comjunto vacio

. 3
comag el Universal & pertenecen a & .

2.3. M™MEDIDAS CON ADITIVIDAD FINITA

®isten funciones que possen ciertas caracteristicas  en

coman :

1 - Estan definidas scbre una coleccidn A de conjuntos, es

decir que cada elemento del dominioc de la funcidn e

i

un conjunto que pertenece a la clase A.

2 - 8Bu imagen pertenece a los numeros reales.

1 . . .
Una clase de subconjuntos es una colecocidn de subconjuntos.

%E1 complemento de E con respecto a § pertenece a 1la clasa
A.

Ver Apendice.
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F ~ Cumplen con la propiedad aditiva :

f: A—->R es de aditivicad finita si

(B U C) = F(B) + F(C)

para todos los conjuntos dJdisjuntos B y C quea

pertenezcan a la clase &A.

4 — Cumplen con la condicidn

f(BY = 0O v B A

5i f cumple con estas cuatro propiedades se dice que

f:A———>R e= una medida con aditividad finita o simplemente

ura medida.

2.4, DEFINICION DE PROEABILIDAD PARA ESPACIOS MUESTRALES

FINITOS

En la teorfia de probabilidad, al Universal & se lo asocia

con el espacio muestral [E. es decir gque $ = [E.

Eligiendo una clasé A de subconjuntos de un espacio
muestral finito £ tales que formen un dlgebra de Rocle, se
define a la medida de probabilidad, o simplemente

prababilidad, a la funcidn de conjunto P definida sobre A

gque cumple con las siguientes propiedades:

1 - F es una medida con aditividad finita.



Tenemos entonces que para dafinir una medida

probabilidad es necesario definir tres corniceptos :

— El1 espacio muestiral [E.

— El1 4lgebra de Boole A&, esto es, la coleccidn

subconjuntos de £ que seran los sucesos considerados.

-~ La propia funcidén d= conjunto F.

A la terna (E, A, F) sé la denomina frecuentemente Fspa

de Probabilidad.

2.5. CONJUNTOS NUMERABLES Y NO NUMERARLES

Dos conjuntos B y € estan en correspondencia uno a uno

existe cierta funcidén f con las siguientes propiedades:

— El1 Dominio de T es [B. El recorrido de f es C.

- 51 x e v son elementos distintos de B, =se implica

f{x) v f{y) son elementos distintos de C.

Dos conjuntos B v € que estién en correspondencia wuno a
se llaman también conjuntos equivalentes v se denota

B~ C.

de

de

21

51

que

11
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Un conjunto B s 1lama finito vy se dice qus contiene n
elementos s1 B ~ {1,2; ... n3.

El coniunto vacf{o también se considera finito.

Un conjunto B Se 1lama infinito numerable =53
B~ {1,2.3,y «-+« 3. es decir que B es equivalente al conjunto
de los numeros naturales.

L.os numeros naturales nos ayudan a marcar los elementos
del conjunto B v tedos los elementos reciben marcas.

Un conjunto se dice numerable en sentido amplic si  es

finito o infinito numerable.

Existen conjuntos que son no numerables.

2.4. PROPIEDAD DE ADITIVIDAD NUMERABLE

Para toda coleccidn infinita numerable de elementos de A,
{Biﬁﬁz,...} tales que sean disjuntos entre ellos, es decir

que Ex M Bj = ¢ Y 1 #j, se debe cumplir :

w0
ucak] = EF‘([Bk)
k=1

Entonces, si F es una medida de aditividad finita, decimos
gue F es completamente aditiva o de aditividad numerable.
Fara pedir esta propiedad debemos suponer que el 4lgehra

de Bocle también cumple que :

uB e A si cada uno de las Bk e A.



Las Algebras de Boole gue cumplen con esta altima

n

prropiedad se dencminan o-alecebras de RBoole. El ejemplo mas
tipico ez el casc =n que A incluye a todos los swubconjuntos

de [E.

2.7. DEFINICION DE FROEBABILIDAD FPARA ESFACIDS MUESTRALES

INFINITAOS NUMERABLES

Sea £ un conjunto infinito numsrable v A una o—-adlgebra de

Poaole de subconjuntos de [E, se dice gue una funcidn ce
conjunto F definida sobre A es una medida de probabilidad
s1i:

1 - F es una medida corn aditividad Tinita.

2 — P es una medida con aditividad numersable.

5i A es la clase de todos los subconjuntos que pertenscen
a [E, entonces la funcidn F queda completamente determinada
con sélo asignarie valores a todos vy a cada wno de  los
subconjuntos de un elemento (probabilidades puntuales).

Si B es un subconjunto cualgquiera de [E, tal qué B = A.

entonces:

13
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2.8. DEFINICION DE PROBAEILIDAD FPARA ESPACIOS MUESTRALES

INFINITOS NO NUMERABLES

Inte?tar definir una medida de probabilidad teniendo un
espacic muestral no numerable con el mismo proceso que para
espacios muestrales numerables ccasiona ciertas dificultades
que exceden la esencia de ste trabajc. Para salvarlas sin

ahondar demasiado, vamos a realirzar algunas restricciones:

— El espacio muestral [E, serd un subronjunto no numerable

del eje real [R.

— Para el algebra Booleana utilizaremos subconjuntos de [E
que sean medibles, intentaremos mencionar s&lo  algunas

propiedades esenciales que poseen los conjuntos medibles.

a) 51 B es medible, entonces R - B es medible.

b} La unidén de una coleccién infinita numerable de
conjuntas medibles, es medible. E=s decir gue si
{Bi’Bz""} es una coleccidn numerable de conjuntos

0

medibles Bi’ entonces C = UiB es medible.
1
=1

c) Todo intervalo es medible, tanto si es abierto,

cerrado, semiabierto, finito o infinito.

Asl, las clases restringidas A seran o-algebras de Boole
que contienen sélo subconjuntos medibles de [E, a su vesz £

esti incluido en [R.



Existe una ov—-algebra de Hoole minima gue contisne a todos
los intervalos de [E, cuvos =lemenics son 1lamados conjuntos
de Borel en R.

Definimos EntDnEEE'a laz medidas de probabilidad sobhre una
o—-4lgebra de Boole A, formada por subconjuntos de Borel de [E
(con E € R} a una funcidén de conjunto F que cumple con las

siguientes propisdades:

- F es funcidén de conjunto no negativa.

- F es funcidn de conjunto completamente aditiva, definida

en A.

Se’ puede demostrar que la mayvor parte (podrian ser todas)

de las prohabilidades puntuales e un espacio dea
probabilidad con espacio muestral infinito no numerable
serin Ceroc. Entonces R =) pueden calcular las
probabilidades de SUCES0S cualesqguiera sumando las
caorrespondientes proababilidades puntuales. La solucidn

vendra dada por el cidlculo de intecrales gque reemplazaran  a

las sumatorias.

2.9. VARIABLE ALEATORIA

A veces se hace necesario asocisar un nUmero a cada unc de

15
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los resultados de un experimento, es decir, a cada miembro
del espacio muestral E. Fara esto definamos a 1a variable
aleatoria® como una funcidn que tiene como dominio a E v sus
valores pertenecen a los reales R.

Si ngtamas ton X a esta variable aleatoria, resulta
X:E————>R .

En general, dado un conjunte [E, pueden existir mas de una
variable al=zatoria; conviene elegir una sencilla que
simplifique 1a Fforma de escribir los sucesos que nos

interesaran estudiar.

Ejemplo: S5i tomamos como 2xperimento tirar una moneda dos
veces, y notamos con 0 si sales cara v con § si sale ceca, el
espacio muestral sers : {CC, CS, SC, 5573.

51 estamos  interesados =2n cada uwno  de los cuatro

resultados, podriamos definir a la variable aleatoria de 1la

siguiente manera :

X(CC) =0 3 X(CB) = 1 3 X(8C) =2 1 X{(88) = 3=

7+

Fara describir 1a probabilidad del suceso "gue salga
solamente una cara en las dos tiradas", podemos escribir
F{Xx=1 & %X=2).

Una manera alternativa podria ser definir una variable

aleatoria distinta Y:

I
J

Il
[
L ]

Y(CC) = @ H Y(C5) = Y(5C) H Y (58)

4 . . .. .
A veces llamada variable aleatoria unidimensiconal.

5 . .. . .
Notar que la funcidn para definir esta wvariable aleatoria
nNo s une a unoc.



Entonces para describir la probabilidad del mismo sucezo

anterior, "splamente una cara’; esciribiremos F{Y=1).

S5i nos interesa diferenciar cada uno de los resultados del
experimento, debemos restringir la funcidén gque elegimaos como
variable aleatoria a ser uno & uno. Es decir que si £ Y €,
son dos resultados cualesqguiera diferentes del espacio
muestral E, entonces X debe =ser tal que X(ai) 7 X(sz).

5i nos quedamos con este tipo de funciones, la wvariable

aleatoria heredari necesariamente la numerabilidad o no

numerabilidad del conjunto E°.

2.10. SUCESOS EQUIVALENTES

Dado un espacio muestral £ v ura variable aleatoria X con

v’

L . .
recorrido’ R , diremos que un subconjunto B de E v un
X

subconjunto € de R son equivalentes sio:
b
B = { s elE tal que X(s) € € 7}

Es decir que B contiene a todos los resultados en E gue se

caorresponden con € en R mediante X.
bl

®vale la pena recordar que, tanto los numeros Enteros coma
los Racionales son infinitos numerables, mientras gque los
Irracionales v en concecuesncia los Reales son infinitos no
numerables.

? . . .
Al ser X una funcidn, su  recorrido es el conjunto de
valores que toma la funcidn.

17
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Definimos la probabilidad del suceso € como:
F{C) = P{B) (2.1}

donde B e equivalente con C.

Esto significa que las probabilidades en el espacio
muestral E se definen segun el modelo que se utilice para
representar a la realidad, mientras que las probabilidades

en R quedan determinadas a partir de la definicién dada a
o

través de la ecuacion (2.1).

2.11. VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Decimos que una variable aleatoria ¥ es discreta si  la
cantidad de elementos que contiene el conjunto Imagen de 1la
funcidén que define a x? es finito o infinito numerable.
Entonces podremos enumerar a cada uno de los elementos como
un miembro de la lista {xi,xz,-g-}.

Si a cada X le asignamos una probabilidad, segun queda
definido por la probabilidad de los correspondientes

canjuntos equivalentes en [E, se debe cumplir:

©
p(xt) = 0 v z p{x )= 1
La funcidn p se denomina funcién de probabhilidad puntual

8La cantidad de valores posibles de X.



de la variable aleatoria X. lLa coleccidn de pares (x ,.p(x. }]
1% AN

se denomina frecuentemente distribucidn de probabilidad de

la variable aleatoria X.

Prob.

.rr Ir..

5 10 15 25 30

CFigura 1. Grafico Jde probabilidad puntual. lLas
variables aleatorias discretas pueden tomar una

cantidad numerable de valares.

51 tenemos un suceso asociado con X, estoes € € R v
X
tenemos que € = {x . x 4, x s =ax T
vl 127 13

w
Entonces F(CY = z pix )

. 1]

171

Es interesante notar gue cuando el espacio muestral es

infinito numerable no pueds existir equiprobabilidad en

todos sus elementos puntuales, si lo suponemas tendri amos

que p(x } = k Vi, pero entonces nog podri{amos obtener la
v o ®
propiedad z p(x. ) = 1 pues deberf{a cumplirse 2 k= 1,
. v .
1 =1 11

19
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2.12. VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Decimos que una variable aleatoria X es continua si 1a
cantidad de elementos que contiene el conjunto Imagen de 1a

funcidn que define a X es infinito no numerable.

En este caso deja de tener sentido pi{yx ), va gue al no ser

19
numerables los valores Gua toma X, no podemos
contabilizarlas caon {x;,xz, -3 ¥y entaonces sustituiremos

esta probabilidad puntual por una funcidn F{x} gue tendra

como dominio a R , 21 conjunto no numerable de valores gue
b

puede tomar la variable aleatoria X.

Asi f(x) cumpliri las propiedades :
- f(x) =2 O Vyxe R

- ff(x) dx = 1
R

x
Podemos entonces extender al dominio de los reales R a 1a
funcién f(x) definiendo f (x) tal gque f (x)=0 V x & R .
b2t

Asi tenemos entonces que

F(B) = j?*(x) dx
B

para todo conjunto B que pertenece a la o-Algebra de Boole A
formada por los subconjuntos de Borel que pertenecen a R.
Esta funcidén Ff(x) se 1llama fFfuncidn de den=zidad de

probabilidad de la variable aleatoria X.



Vale la pena acotar gue :

wote
- 51 f({x) es acotada, F(X = xo) = 1im f © f(x) dx =
g —>0

~
4
(o)

sin embargo esto no significa gque =ea imposible (en

sentido estricto} que X tome el valor X,

— f(x) no 2s ninguna probabilidad, lo gque s es

orobabilidad es ]'f (x) dx
B

f(x)

0.175

0.075

0.025

Figura Z. Grafica e una funcidén de densidad de

praobabilidad. Las variahles aleatorias continuas

tienen asociada una funcidn de probabilidad f{(x).

2.13. VARIABLES ALEATORIAS MIXTAS

Existen ciertos experimentos, cuyos resul tadas

O

x

una

se

21
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describen mejor a través de una wvariable aleatoria X con
valores pertenecientes a Rx < R, v tales que tienen una
medida de probabilidad P que es discreta y continua a la

vez. Esto es, X por un lado toma wvalores x ,x - . X
3 15 27 A "

donde cada uno de éstos tiene asociado wna probabilidad

n
puntual p(xt) > 0, v tal que zljtﬂ} =pr . A su vez X
L=l

también toma todos los valores x € Ij_.l siendo H=(ajﬂ%)
algun intervalo abierto de los reales, con j=1,2,...,m ‘.
Cada uwuno de los intervalos Ij es disjunto con respecto a
todos los cotros, es decir Iir‘Ik = ¢ para jxk. Entonces

definimos una funcidn f{x) tal que

b
)
F = f(x) dx = f{x) dx con P, = O
; I ) il ) , ;
I a.
J J
v tal due
b
J
m m .
[ f(x) dx =2F',=F'=1—-F
£ 4 3
iz1 a jF1

J
Asi tenemos que, si [E es 21 espacio muestral completo, 1a
probabilidad de que ocuwra wn resultado cualquiera es :

m e
P(E) = P(—w<X<0) = PUx| + ZF' =F +F =F + (1-P) = 1

1 J=1

(G &

i

° . - : .

Fodrian ser infinitos valores de X, perc el conjunto debe
ser numerable. En ese caso se reemplaza en la sumatoria n
por .

‘Este conjunto particular de intervalos { I T seri un

subconjunto del conjunto de Horel de R.



81 ahora extendemcos la funcién F{x) a las reales,
»
definiendo f (x) = f(x) para los x que pertenezcan a algun
k3
intervalo Ij, y f (x) = O para los x gque no pertenezcan a

ningun intervalo 1., tenemos que :
3

b
F{agX=b) = [ z px,) ] + [ (x) dx
b3

{i/a<x = a
t

A este tipo de variable aleatoria se le 1llama variable

aleatoria de tipo mixta.

2.14. FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULATIVA

Si tenemos una variable aleatoria X, definimaos la Ffuncidn

de distribucidn acunpulativa F(x) de la siguiente manera :

A

F(x}) = P(X x)

1) 51 X es una variahle aleztoria discreta

F(x) = 2 pix.)

ii) 81 X es una variable aleatoria conti{nua

23



iii) Si X es variable aleatoria mixta

X
L]
Flxy = [ £ (x7) dx' + z p(x)
- i/ xth}

La funcidn de distribucidén acumulativa, a veces notada con
fda, tiene varias propiedades interesantes, algunas de las

cuales enunciaremaos:

a) F(x) es una funcidn que tiene como dominio a todo el

eje real R.

b) F{x) es no decreciente, es decir que si x<x’,; entonces

serd F(x) < F(x") V x,x° e [R.

c) lim F(x) = F{—-w) = 0
x—2 —w

d) lim F(x)
X— 5>+

F(+w) = 1

e) P(a<X<b) = P(X<b) — P(X=Za) = F(b) — F(a)

f) Si X es una variable aleataoria continua con funcidn de
d
dx

todos los x en que F(x) sea diferenciable.

probabilidad f(x), tenemos que T(x) F{x) para

g) Si X es variable aleatoria discreta y rotulamos los

x X X ... tales que x <x <x <.ua. tenemos que
4? 2" qt q 1 2% ] q

p(x ) = P(X=x) = F(x.} — F(x )
R 1 v 1—-1

24



h) Si X s una variable aleatoria mixta con una funcidn

de distribucidn f{x). tendremos que la fda F(x)
discontinua con saltos solamente en los valores

tales que p(xt) > 0, asi{ tendremos gue

1im F(x) = F(x))
+ L
X=5x.

4

lim_ F(x) = F(x) - P{X=x)
X=X, v v

1
Es decir que en cada punto x tal que p(x. ) > 0, F(x)
T 1
continua scolamente a derecha. El salto de F({(x) en
discontinuidad es igual a la probabilidad en el punto

correspondiente.

F(x)

0.2

Figura 3. Grafico de una funcién de distribucidn
acumalativa. Las funciones de distribucidn acumu-—
lativas de wvariables aleatorias mixtas tienen sal-—

tos en los puntos que poseen  probabilidad no nula.

sera

X
L

es

1a

25
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3.1. FPROBABILIDAD CONDICIONADA

Veamos céodmo podemos utilizar en alguan tipo de experimanto
cierta informacidn adicional. Para ello utilizaremos un
ejemplo.

S5e lanzan dos dados v se sabe que la suma de los mismos es
seis. CuAl es la probabilidad de que los dos nameros sean
impares? Formularemos este problema de otra manera. Sea A el
suceso: "la suma de los numevros es seis" v B el suceso: "los
dos numeros son impares®. Cudal es la probabilidad de que
ocurra el suceso B sabiendo que A ha ocurrido?

Hay gue tener cuidado de no confundir esta probabilidad
con la probabilidad del suceso ANE, gque no son
necesariamente lo mismo.

Calculemos estas dos prababilidades para ver SUS
diferencias. Comenzaremos calculando P(B/Q)u. El espacio
muestral correspondiente al lanzamiento de dos dados es: 5 =

{(1,1);(1,2);(1,3);...;(6,6)} gque tiens 34 elementos'.

Ahora gueremos calcular cudl es la probabilidad de gque los
dos niameros sean impares sabiendo que este suceso vya esti en
A, es decir que los dos numerns suman seis; por 1o tanto hay

que restringirse al subconjunto SA = {(1,5);(5,1);(3,3);
(2,4);(4,2)}. De esta manera debemos tomar de este

subconjunto los elementos tal gque los dos ndmeros sean

1) sase "la probabilidad de R dado A".

2 Considerando al par ordenado (a,b) diferente de (b,a) si

b= a.



n

) - 5.
impares, esto es SB/A {(1, Ys

,1);(3,3)}- Entonces, si

asignamos a cada uno de los resultados de A la misma

A

probabilidad 1/5, F(B/A) = 3.(1/5) = Z/4.

i,

Veamos qué sucede con F(ANR). Esto se puede enunciar de la
siguiente manera: se lanzan dos dados. Cual es la
probabilidad de que los dos numeros sean impares y sumen
seis? En este caso el espacio muestral es § v cada uno de
los elementos tienen la misma probabilidad 1/36. Como el

suceso ANE es el subconjunto SAmB= {(1,5);(5,1);(3,3 },

tenemos que F(ANE)} = 3I.(1/36) = 1/12. La diferencia
fundamental entre F(ER/A) v FP(ANB)} es el espacio muestral con
el que estamos trabajando. Sin embargo estas dos
probabilidades requieren casi lo mismo, es decir gue sucedan
A v H. Esto nos da la pauta que deben estar relacionadas de
alguna manesra.

Lo que debemos hacer es definir una nueva funcidn de

probabilidad F' que esté restringida al nuevo espacio
muestral v un Algebra booleana B° de subconjuntos de A de
modo que (A, B, F') sea un espacio de probabilidad. En
nuestro caso el nuevo espacio de probabilidad es SA = A

(conjunto de elementos relacicnado con el suceso A), estando
F’ definido de tal manera que 1a probabilidad asignada a
dicho espacio sea 1, esto es F'(A) = 1. Una forma de definir
la funcidén de probabilidad F° es dividiendo cada una de las
antiguas probabilidades por F(A). Esto es:
51 C <€ SA y P{A)Y = O

F(C)

P (C) =
F(A)
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Se ve fTacilmente que F' (L) 25 no negativa y gue F' (A} = 1.
C es un suceso que estid inclulido en SA ¥y que también puede
estar incluido en otro suceso; en nuestro caso C = ANR. De

esta manera podemos definir P’ de la siguiente forma:

F{ANRB)
P (ANR) =
F{A)
Fsto nos sugiere wuna definicidn adecuada a nuestro
problema de interés F(B/A).
Definicién de probabilidad condicionada. Sea (8, B, F} un

espacio de probabilidad v A un elemento tal gue F{Aa) # 0. La
probabilidad condicionada de que un suceso B ocurra, en el
supuesto de que A ha ocurrido, se representa mediante el

simbolo F{(B/A) v se define por la igualdad

F{ANE]}

F{B/A) =
F({A)

La probabilidad F(BE/A) no estid definida si F(A) = 0.

Sigamos con nuestro ejemplao  tomanda en cuenta que

F(ANEB) = 1/12 v que F(A) = /26, entonces

P(B/A) = ——— = 3/3

Este resultado concuerda con nuestro cilculo anterior.
Habiendo definido la probabilidad condicional se pueden
hacer dos afirmaciones generales acerca de F{(B/A). El primer

caso es cuando ANE = ¢, es decir que los sucesos A v B no



pueden ccurrir simultineamente. Entonces F(R/A) = O pues si
gcurre uno no puede ocurrir 21 otro.
El segundo caso a considerar es cuando A ¢ B, entonces
F(ANE) F(A)

F(R/A) = = =1
F(A) F(A)

Si ocurre A (un conjunto incluido en BR) con seguridad

ocurtre H.

3.2. INDEPENDENCIA

Comenzaremps con un ejemplo para ilustrar este concepto.
Se lanza dos veces una moneda, sean los sucesos Ay B como
sigue:

A

{ la primera moneda es cara }

B

il

{ la segunda moneda es cara }

Intuimos gque saber que A ha ocurrido no nos  proporciona
ninguna informacién adicional acerca de la ocurrencia de B.
Hagamos un simple cilcule para comparar F(B) vy P(R/A).

Nuestro espacio muestral es § 2= {(c,c);(c,s);(s,c);(5,5)},

donde c© indica "cara" y s indica "ceca". La probabilidad de

que ocurra B, considerando todos los resultados igualmente

probables, es F(R) = 2/4 = 1/2 para calcular F(R/A)
necesitamaos saber F(A) = 274 = 1/2 vy P(A N B)Y = 1/4
entonces
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F{ANE) 174
F{B/A) = = = 1/2 = F(R)
F(A) 1/2

Vemos entonces que F(E/A} = F(R), es decir que 1a
ocurrencia de A no ha afectado la occurrencia de B. Lel

calculo anterior vemos que se tiene que cumplir

P{ANER)

= F(E)
F(A}

Entonces debe ser F((6MNEB) = F{A).F{H).
Hemos llegado asi al concepto de independencia, que se

define formalmente como sigue:

Definicién de independencia. Dos sucesos A vy B se 1laman

independientes (o estocidsticamente independientes) =1, v

F(ANE) = F{A).F(EK)

Muchas veces es dificil determinar de antemano si dos
sucesos son independientes, sin embargo la definicién de
independencia nos proporciona un método Util para llegar a

esta determinacidn.

3.3. EXPERIMENTOS O FRUEBAS COMPUESTAS

Se considera como prueba compuesta al resultado de



ejecutar sucesivamente dos o mas pruebas que pueden ser
distintas o no. Estas pruebas pueden estar relacionadas
entre s{ o pueden ser estocasticamente independientes.

Comenzaremos nuestra discusidn citando uwun  interesante
ejemplo histdrico en el cual se realizan pruebas iguales
sucesivas, estocasticamente independientes. Antoine Gombaud,
caballero de Méré, en 14594 1llevd a Blaise Fascal y a Pierre
de Fermat a interesarse, a través de cuestiones de juego vy
apuestas, en el cidlculo de probabilidades.

Uno de los problemas gue planted de Méré a Fascal,
aparentemente contradictorio segun el primerao, fue el
siguiente: se lanzan 24 veces un  par de dados. Es
convenisnte apostar a favor o en contra de la aparicidén de
por lo menos un dable seig?

Haciendo un andlisis muy superficial se puede razonar de
la siguiente manera: existen 26 resultados diferentes en  1la
tirada de un par de dados, si uno hace 24 tiradas debe ser
bastante probable gue salga un doble seis.

Hay que tener mucho cuidado con este tipo de razonamientos
apresurados. Como hemos dicho al principio de esta seccidn,
este praoblema es una prueba compuesta cada una de las cuales
es estociAsticamente independiente una de las otras. Entonces
haciendo uwso de un razonamiento un poco mis profundo
pensemas de la siguiente manera: en la primera tirada tengo
una probabilidad de 1/36 de gue salga un doble seis. Cuando
tiro por segunda vez los dados el resultado de la primera
prueba no tiene influencia, entonces, la probabilidad de
obtener un doble seis es también 1/34. Puesto que las
pruebas son independientes la probabilidad deberfa ser el

producto de las probabilidades; pero si multiplicamos 1/36
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tantas veces como pruebas  hagamos, la probabilidad de
obtener por lo menos un doble seis disminuiria, en
contraposicidn con lo que experimentalmente se observa.

El error que se ha cometido en estos razonamientos es no
definir adecuadamente el espacio muestral v 1a
correspondiente medida de probabilidad.

Definamos el mencionado espacio como sigue: sea x. el
resultado de la i-ésima tirada, es decir, un par ordenado
(a,b). El resultado del juego se puesde representar con 1la
24—-pla ordenada (xi, X geens x24). For ejemplo, un resultado
puede ser que en las primeras 23 tiradas hava salido el par
ordenado (1,1) v en la dltima el (1,2, v otro  resultado
diferente es que en la primera tirada haya salido el par
ordenado (1,2) v en las restantes el (1,1). Entonces el
espacio muestral es el producto cartesiano de 1os espacios
muestrales de cada una de las pruebas, esto es g%* = g « S
X =2 x 5 4, donde 5% es el espacio que queremos definir. De
esta manera el espacio g%4 tiene 3&°* elementos diferentes,
¥ asignando a cada una de las 24-plas igual probabilidad,
se tiene P(x) = 1/3&24, donde x representa un elemento del
nuevao espacio muestral.

Volvamos a nuestro ejempio pero calculemos e1 suceso
complementario por simplicidad. Sea este suceso A: "que no
salga ningdn doble seis en 24 tiradas de un par de dados".

Calculemos ahora la cantidad de elementos que tiene este

suceso. Los resultados posibles de A son las 24—-plas gque no

contengan el par (6,6), por lo tanto podemos 'tener 35
valores posibles para cada X {con 1 = 1 = 24), entonces
existen 35°* posibilidades. Como cada uno de estos
resultados tiene 1la misma probabilidad {1/3 24)5 1a



probabilidad del suceso A es

_ 33 24
P = [ — )
3bH
De esta manera podemos encontrar el resultado tan esperado

por de Méré

] = 0,49,

Es decir, ez conveniente apostar en contra de la aparicidén
de un doble seis en 24 tiradas, lo que contradice al primer
razonamiento hecho.

Esta discusidn nos lleva & encontrar un método mis general
nara tratar los experimentos sucesivos, For simplicidad
consideremos dos pruebas independientes  combinadas en una

prusba compuesta.

Comenhzaremos estahleciends en una prueba compuesta el
nuevo espacio de orobabilidades (5, B, P) donde S es el
nuevo  espacio muestral, B el Algebra booleana de

subconjuntos de 8§ v F la medida de probabilidad.
Si tenemos dos experimentos E1 Y EZ, asociamos a cada  uno

de ellos un espacio de probabilidad (S 81, Pi) ¥ (Sz’ BZ,

1."
Pz) respectivamente. Sea E el experimento compuesto que
resulta de hacer E1 v Ez sucesivamente. El espacio muestral
de E seria, como hicimos en el ejemplo anterior, el producto
cartesiano de 51 v 52F esto es, § = 51 X Sz' Entonces, si el
espacio de probabilidad S1 tiene n elementos vy el espacio
525 m elementos, 5 tendr4 nm =lementos. Un resultado de § se

podra expresar a través del par ordenado {(x,¢) donde x es un

resultado de hacer E1 e yv de hacer Ez'
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Como nueva algebra booleana B tomamos la coleccidn de
todos los subconjuntos de 5.

Ahora debemos definir la nueva medida de probabilidad F.
Fara llegar a wuna definicidn razonable consideramos dos
sucesos A v B del nuevo espacio muestral 5 definidos como

sigue:

A = {(}:1,)/1);(.\11_‘1’.,-2)__‘ (xi!ym)}

b
i

{(Xi’yi) i (":2“/1) T (Xr"yi'}}

£l conjunto unitario {(x1”1)} es la interseccidn entre A

y B. Considerando a estos dos sucesos independientes entre

s5, F debe ser tal que
F{AME) = F{A).F{B]} (3.1}

Nétese que F(ANB)Y es en definitiva P(xiﬂq). Debemo=
encontrar ahora la forma de asignar las probabilidades F(A)
y F(B). El suceso A ocurre solamente si g1 resultado de la
primera prueba es X, sin importar cuidl es el resultado de la

sagunda. Como el suceso A estid determinada a partir del

valor gue adguiere ~x (si x = x1 o na), es razonable
considerar que P(A) = P1(x1), De manera similar podemnos
pensar que F(R) = chq). Entonces la ecuacidn {(3.1) nos
queda

Fl.x'l,)-'l) = F'i(x1) .F‘z(yi)



Este razonamiento se puede generalizar a cada elemento
(x,y) de 5. Entonces, si dos pruebas E1 v -E2 s0on

estocAsticamente independientes, definimos FP mediante 1la

ecuacidn
{x = {x).F I.2
Fix,y) P1“\‘) Fz(y) { )

Comprobemos que P es efectivamente una medida de
probabilidad. F es un producto de dos factores no negativos,
entonces F debe ser no negativo. La suma de todas las

probabilidades puntuales es

Y POy = [ Y P ][ Y R0 ) = 1.1 =1
ves

(%, yes =

La asignacidn de probabilidades (3.2) implica que para

todo par de subconjuntos U de Bi y V de Bz vale
F{uxv) = P1(U).P2(V) (3.3}

Demostremaos esto:

F(UxV) = z Flx,y) = EF'(.x,y) = E EF'l(x).F'z(y) =
(X, YIEUXV =18 xXEU yEV
VEVY
- [ ALL ][ Y P, ] = P (U).P_(V)
XxEYU LAY
Podemos deducir entonces algunas consecuencias

importantes.

Consideremos un suceso A tal gque cada elemento es un par
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ordenado (x,y); donde x es un resultado de la primera prueba

E1 que pertenece a un conjunto C1’ 2 y puede ser cualquier

resul tado de 82. Es decir, A s de la forma A = L1 X 82

donde C < B .
1 1

Utilizando l1a ecuacidn (3.3) llegamos a
* = - 5 = 4 & = J
F{A) F(C1 X Sz) Fi(Ci).FZ(_z) F1(C1)
1 £,

Un suceso como A (tal que F{A)Y = Pi(Cij) =e dice gue esti

determinado mediante Ia primera prusba E Anidlogamente

I
definamos un sucesc B que esté dJeterminado poar lIa zegunda

prueba E . Esto es, si1 C e B
2 2 2

Tenemos entances
F{E) = F{(S8 x £ ) = {(5)." (C 1y =F (L
1 2 1 1 2 T2 2 2

Considerando todo esto, analicemos lo que sucede con
P(ANE}. Primeramente encontremos qué conjunto s ANB. For
definicidn de interseccidén son los pares ordesnados tal gue
(x,y) pertenecen a C1 X 52 y a 51 % Cz. ta primera de estas

condiciones ({(x,y) € C1 x Sz} dice que se debe considerar

los x gue pertenecen a C1 sin importar el resultado de Ia

segunda prueba, pues y siempre pertenece a Sz; la otra

condicidn impone que y & Cz sin considerar el resultado de

la primera prusba. En resumen (x,yv) debe ser tal que x & 61

e vy € C,. Esto es ANE = C1 * CZ.



Utilirzando la ecuacidn (.3} obtenemos

* I = F Y = F -F
F{ANE) F(Cjl x £)) Fi(Ci) FZ(CZJ

Coma Pi(Ci) = FP(A) v PZ(CZ) = P(B) resulta

F(ANB) = F(A).F(RB)

Demostramos entonces que los sucesos (2] Y B son

independientes.

Fodemos generalizar estos resultados haciendo una

deduccidn andlega a2 superimentos compuestos de n pruebas

independientes E1’ Ez""’E - Cada resultado del nuevo
™
espacio muestral & = 51 x S? % Sg Xe««x 8 seria una n—pla de
4 < ™
la forma (x;,xz,x..,x v 1la medida de probabilidad sera
. ™
FUx 38 ancasx ) = FAx }.F (x )oo.F (x 1} {3.4)
17 2° B o 1771 2z 2 noon

Cuando utiliramos esta definicidén de P se dice que E  esta
determinadae por n pruebas independientEE-Ei, Ez""’ En.
Existe un caso especial de prusbas compuestas en el ue
todas las pruebas estan ascciadas al mismo  espacio  de
probabilidad. 5e dice que la prueba compuesta E s un  caso
de pruebas Iindependientes repetidas baja Idénticas

condiciones. Un ejemplo de este tipo de pruebas es el de las

llamadas pruebas de Bernoulli.
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3.4. DISTRIBUCION BINOMIAL

A las pruebas compuestas gque tienen una distribucidn
binomial se las conoce también por el naombre de sucecidn de
pruebas de Bernoulli, tal nombre fues puesto en honor a
Jacoba Bernoulli. Se trata de una sucecidén de pruebas
repetidas ejecutadas en las mismas condiciones, siendo cada
resultado estocasticamente independiente de los demas. En
las pruebas de Bernoulli solamente existen dos resul tados
posibles en cada una de las pruebas, llamadas comunmentes
"duito" vy "fallo"”. Se asocia al éxito una probabilidad p v
al fallo una probabilidad g, donde g = 1 — p.

Consideremns un casp sencille para ejemplificar estas
ideas.

Se lanza wuna moneda tres veces. Se asume gque estoc  cumple
con la condicién de que cada una de las pruebas {"se lanza
una moneda") es estocAsticamente independiente una de las
otras. Ademis podemos tener sclamente dos resulfadDS
posibles. Asociemos el éxito al resultado "cara™ y el fallo
a "ceca". Supongamos que la moneda no estid bien balanceada vy
que la probabilidad de que salga cara es p = 2/3, entonces
la probabilidad de fallo es g = 1/3. Designemos al eéxito con

E v al fallo con F, el espacic muestral es

S = {(E,E,E);(F,E,E);(E,F?E);(E,E,F);(F,F,E);(F,E,F);

(E,F,F);(F,F,F)}

Utilizando la ecuacidén (3.4) obtenemos las respectivas



probabilidades

)2

(2/3)7; (/3 2m% (13 . (2™ (1/3).(2/3)%;

(1/3)%.(2/3) 5 (1/3)%.(2/3) 5 (1/3)2.(2/3); (1/3)°.

Feroc cmmﬂnmenté no nos interesa saber, por ejemplo, si  en
la segunda tirada salid cara o ceca, sino que queremos saber
cuantas caras salieron o cuAntas cecas. En este caso
necesitamos definir una variable aleatoria X que indique el
numero de veces que sz obtuvo el éxito en las tres tiradas
{también se podria haber definido el fallo). Esto es, X
puede tomar los valores 0, 1, 2 v Z. De esta manera x = 0 si
ocurre (F,F,F}, ¥ = 1 si arurre (E,F.F), (F,E,F}) o (F,F,E),
etcétera.

Entonces las probabilidades seran como sigues:

3

F(x = Q) = P(O) = (1/3) P(1) = 3.(1/3)%.(2/3)

F(2) = 3.(1/3).(2/3)2 P(3Z) = (2/3)

Notemos que la suma de las pobabilidades es

(1/3)7 + 3.(1/3)%.(2/3) + T.(1/3) . (2/3)2 + (273)% =

= (L/3 + 2/3)% = 1

Ahora enunciemos y demostremos el teorema principal

relacionado con las sucesiones de Bernoulli.

FOrmula de Bernoulli. La probabilidad de Kk éxites en n
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pruebas de Bernoulli es

n!
donde [ 2 ] representa el coeficiente binomial .
k! (n—k)!

p es la probabilidad de éxito en uwuna de las pruebas vy

Demostracidén. Consideremos un resultado particular del

espacio muestral, esto es 1la n—pla

(X X yoengX )
17727 *n

S5i representamos el éxito con E v el fallo con F cada X,

(1 =i =sn) es F o E. En particular nosotros estamos
interesados en los resultados que contiensn k  veces E vy
n — k veces F; designemos con A este suceso. Calculemos la

probabilidad de uno de los resultados de A, por ejemplo
:T-?o = (E,EyecusE FaF e, F)

Utilizando la ecuacidn Z.4), ia probabilidad de que

oCcurra .‘a(o es

o = _ _k_n-k
P(r‘o) = P1(E)'Pz(E)"'Pk(E)'Pk+1(F)“'Pn(F) = pq

Como cada uno de los elementos de A tiene la misma
probabilidad que Ry solamente necesitamos contar el nuamero
k n-k

de elementos de A ¥y multiplicar dicho nimeroc por p g .

Fara contar los elementos de A hay gque ver de cuantas



maneras =25 posible colocar k veres la E en las n posiciones
. n
de la n—pla. Este numero es " . Entonces sumando las

probabilidades de todos los elementos de A obtenemos

P(A) = [: ] pgk

Observacidn: 1lamemos Pk(n,p) a la probabilidad de obtener
k éxitos en un sucesidn de pruebas de Bernoulli con n
ensayos vy con probabilidad de €xito p en cada una de las
pruebas. Veamos que Pk(n,p) es una medida de probabilidad.
Este numero es un producto de Tactores no negativos, por 1o
tanto =5 no negativo. Sumemos las probabilidades sobre todos

los posibles valores de &k
< n k. ri—k s} n
z L(nap) = [ k ] pa " =(p+aqg) =1" =1

Con esto probamos que P es una medida de probabilidad.

3.5. APROXIMACION PARA EL CALCULO DE LA DISTRIBUCION

BINOMIAL

Muchas veces es dificil calcular Pk(n,p) cuando n es un
numero grande debido a que esta probabilidad involucra
factoriales de n. Haciendo uso de la férmula de Stirling, la
cual aproxima factoriales de enteros que son muchae mayores

que 1, puede demostrarse la siguiente aproximacidn:
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2
1

[ YT — ]
V/En n pq n pq

1]

o

i
+J]

Pk(n,p) e

S5i se define una variable aleatoria X como la cantidad

éxitos obtenidos en las n pruebas se tiene gue

K X — n p K —-—n p
FIX 2 K) = 2 P(n.p) =F <
g / /
npaqg npq
(K-np)/(npq)*” 2
2 ,n
a ___}_J e t7 gt
2
-0
Este dltimo término representa a ls funcidn
distribucidén acumulativa de 1sa conocida densidad

probabilidad normal.

de

4
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4. CONCLUSIONES

A lo largo de este trabaio vemos que cuando describimos wun
experimento a través de un modelo no determinista es de suma
importancia definir en forma adecuada el espacio‘ de
probabilidad (E. A, F) con 2! que estamos trabajando. Este
espacioc debe ser tal gue £ refleie todos los resul tados
posibles de nuestra experiencia vy F sea wuna medida de
praobabilidad bien definida.

También mencionamos que la diferencia entre el cAlculo de
probabilidades utilizando variables aleatorias discretas o
continuas se fundamenta en la cantidad de elementos del
espacio muestral, va sea éste numerable en sentido amplio o
no numetrable,

Al ser frecuente encontrarnos con experimentos compuestos,
2s de mucha importancia y utilidad el estudico de un  caso
particular que es la sucesidn de pruebas de Bernoulli. Dicha
sucesidn estad formada por n prushas estocasticamente
independientes cada una de les cuales esti asociada al mismo
espacio de probabilidad, teniendo el espacio muestral de
cada prusha spolamente dos resultados  (comunmente 1lamadas

éxito v fallo respectivamente).
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5. APENDICE

En este apéndice mostraremos gue, dado un Universal %, la
minima coleccidn de subconjuntos &0 posible para lograr un
Algebra de Boole estid formada por dos conjuntos : {:5%.

Recordemos las dos propiedades basicas del 4dlgebra de

Boole, si [B < &0 Y C e A entonces tenemos que :
v
1 - BucC e A,
o
2 - B'=% -B A& .
o

i) Demostremos que si Ao es un Alg=bra de Boole, entonces el
conjunto vacio petrtenece a &)s
t

De la teoria de conjuntos tenemos quea:

7
|
&3]
>
!
i

(B'u T ),

4 - B~-€C=BnC’".

Como la clase &0 es no vacia, elijienda un conjunto

cualquiera [BE que pertenezca a A , se tiene que :
Q

5 - B € A _,
o
6 - ¢p=B-B=BnB = (B uB ) =({EB ulB).
Entonces por 1a propiedad 1, se tiene que (B° u Bl '= ¢ € &0.



i1} For la propiedad 2 se tiene que si ¢ e &0, entonces Su
complemento ¢ = & — ¢ = & también pertenece a la coleccidn

A .

O

De esto podemos concluir gue, dado un conjunto Universal
%, 1la menor de las algebras de Boole que se pueden construir
25 B = {¢.HF.

(9]

Desde va, la mavor seria la clase Mi, que contiene a tados
los subconiuntos de %H.

Todas las Algebras Booleanas A gue se pueden construir con

subconjuntos de & satisfacen s &0 = A A

1
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