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Problemas unidimensionales
Estados ligados unidimensionales

Resolveremos un par de casos simples en pozos de potencial que
confinan particulas

Las condiciones que debe satisafacer un funcion de onda son:

Las autofunciones y (x) deben ser tales que aquello que este ligado
a la observacion este bien definido

La "parte observable" de V(x.7) es
P(x, t)dx = P (x.t)T(x, )dx

y/o

=,77/’ pe QP ol
Ste.1) 2"1[1 ox ! ox i|

Luego para que estas magnitudes esten bien definidas, DEBERA

CUMPLIRSE
I y(x)  finira
2 ﬁu/(x) Sfinita
3 y(x) continua

é )
< contin
4 " W(XJ continua

Pues de no ser asi...si no se cumple
1)= la probabilidad no esta definida
2)= S no esta bien definida
3)=na se cumple 2)

sy (x) + V() = Eply)

=

o) = 21 - Ewgy

Entonces para 7(x) y E finitos con y(x) finita por 1) = ;%'V(‘“) luego
L y(x) debe ser continua




Pozo Cuadrado

SiE > ¥, ondas viajeras
Si E <V, ondas estacionarias

=

Energy —>

Simétrico

o

x==af2 xl_-o x=af2
Figure 8-14. A square well potential.

Ya tenemos idea de cémo es la cosa aqui.

x—

Generalidades

Sea un potencial arbitrario, simetrico alrededor de x = 0 =

Entonces las funciones de onda deben satisface |y (+x)|* = |y(-x)|*

Par o impar
Entonces se debe satisfacer v7(—.v) =y(x) o y(—=x) = —y(x) o
La solucion de la independiente del tiempo:

Aparecera
O / Un k2

Sea ahora i’ = Jh# = k= y2mEM=ph=h/th=2x/4

Las soluciones son (“dentro del pozo”)
w(x) = Acos(kx) = Acos(an) , (par)

y(x) = Bsin(kr) = Bsm(zf[ﬂ , (impar

Entonces para |x| > a'
Y = %(V(x)—f)w(x) = Py

Nuestra experiencia nos indica que la solucion apropiada es la que
seva a0 en la zona "clasicamente prohibida”

Usando el potencial del grafico

Osea

En la region |x| > o'

v (¥) = a’y(x) =
y = Cexp(zax)

Nos quedamos con el — por razones obvias




Asi que tenemos las soluciones dentro del pozo y las fuera del pozo

Pero ' debe ser continua y \I'' tambien gero esto vale pdra el caso
enque 7 no sea « (no tenga un salto =

I

T T T —
r==—a2 =0 x=af2

\/

Se debe garantizar la continuidad aqui

Sea el pozo infinito

Seal - »
|

(existe un tal potencial?) :
(que problemas surgen erM

/

La condicion de contorno es T(x) = 0 en x = xa'(pues
0= IJF%(T’(.Y)—E) ~ )

yn

Corresponde entonces (pares)
Acos(ka

De donde

y x38 x6

X2

X L

Sea el pozo infinito

Seal’ - »

(existe un tal potencial?) "
(que problemas surgen emﬂm\

La condicion de contorno es P(x) = 0 en x = ta'(pues

a= /%(V(X)*E) - ®)

Corresponde entonces (pares)

De donde

fn = n(ﬁ) ,conn = 1.3,'5,... |




Para las soluciones impares

De donde

ky = 11(2—”{]) ,conn =246, ..

Luego los posibles valoresde 4 son  (omando en cuenta ambas soluciones)
ko= n(£).con 123,45, ..
2a

De esta forma

N N I
En = =7 E(E) =7 Smd?

Llamando a a - a2

16 22
Ec=16 25

I
B nat

o
=

-z

El numero » que regula los valores de la energia se llama "numero
cuantico”

{ V) = Acos(i) = cos 251 ) , (par)

. () = Bsin(kv) = Bsin(2 ) , (impa)
Hay que determinar las constantes 4y B -

j_f Yipads =1 = ji Azcosz(nﬁx)dx

Tomando en cuenta la integral del cos?
| [ cos?(br)dx = - (sin2bx + 2bx) =

1
4b

con p=n :>| sin2by = sin2n4-x = sin(n%x)|que en g da sin(ur) con
n =135, sehace0

sin(x)

Queda entonces el segundo termino (%)(be)

Luego el resultadoes v2 = a2+a2=a= 4> =1 =

Jj Wayady = 1




1
4=
Ja

Para el otro caso obtenemos
- 12" pan(yx )
J‘ix V/uWndx =1= -[,,,A S (IITGX dx

jshf(bx)dv = — 5 (sin2bx - 2bv) que es lo mismo que antes=
1
B=—
Ja

De donde para » impar

() = L .
yilx) = ,/F 005(71 % x)
De donde para » par
N P A
vi(x) = >lnkn 2 x)

a

W2

(cos?(0.5 « 7x))

Paran=1ya=1

¢0s(0.5  2x)

W

Para n par deberiamos tener una funcion no simetrica

sin(zx)

En este caso podemos construir la ecuacion dependiente del

tiempo

Donde @, = E./h

Walx, 1) = exp(—iwnt)ya(x)

Calculo de valores de expectacion

a) (x)

(xy = J.:C i\l dx = J.:C XUV dx = J.: XY adx

Que resulta ser

(x) = ji L veos2(kyx)de = 0

GH‘




b} (x*)

(¥ = '[a lxlcosl(ky,x)dx

a
—a

j:xzcosz(kv)d\' = 2JZXZCOSZ(J\TY)d\f
L sz cos2(kv)dx = 4&;[1 (8k3x3 — 6sin2ky + 12k22sin 2kx + 12kv cos 2kx)
= L (8Ka® - 6sin2ka + 12k%x sin2ka + 12kxcos 2ka — 1)

48t

Como usamos cos? significa que » es impar y resultara

B

@=5(1-s)

F(1-5)

yos _—
e
s
o
o

o0
ole-
o

o

Para (v}

) = jfx T p ()T

Para <p> (py = '[; U sp(x) T ndx

Pero no podemos conocer p(x) por incerteza
Para este caso lo resolvemos facilmente

cos(kyx) = %[exp(ik”x) + exp(—ikyx)]

ENwrices

a M2 exp(—iwat) cos(knx) = %n’l‘z[exp(ik”x — iwyt) + exp(=ikux — iwat)]

2a) ™2 exp(ikyx — iwt) + %(20)'“2 i) =ik

1
ﬁ(

y definimos
bp = a) ™2 exp(ik.x — ie,1)
b1 = Qa) 2 exp(=ik,x — iwnt)

Donde ¢p es una onda que se mueve a la derecha
Donde ¢; es una onda que se mueve a la izquierda

Que tienen la propiedad que

[ vpods = [ gigude -1
[ opoudx = [ piopdc=0

Entonces si sescribimos

P = Cipp+ Caghy =

[eewds = 1 = [(Can = C261)"(Cign + Cap)ds

tenemos una probabilidad + de medir p =ik, 0 p = -k,

y usando las relaciones anteriores resulta que Ci = 5y €3 =

-




Sea el pozo finito

Enla region de V=0
V() = —2Ey()
v =2y

Para resolver el problema planteamos la solucion mas general

para—al2 < x < a/2

w(x) = AsinKp + BeosKpv

Como antes K; = J2mE /h

PAra las regiones clasicamente inaccesibles (tomando en cuenta
que el potencial es simetrico)

divergencia

parax < —al2
w(x) = Cexp(Knx) + Dexp(-Kzx) 7
para x > +a/2 /

w(x) = Fexp(Knx) + Gexp(—Kpx)

Con

2m(Vy—E)

Kn = h

E < Ty

Como la probabilidad debe estar bien definida =

D=0yF=0

Es decir que las v deben ser finitas.

Con las funciones anteriores aplicamos las condiciones de

continuidad (la funcion y su derivada) en las interfases

En -a/2 para y (con sin(—a) = —sin(a) )
— Asin(Ka/2) + Beos(Kja/2) = Cexp(—Kpa/2)

En -a/2 para y'

AK;cos(Kal2) + BKsin(Kral2) = CKyexp(-Kyal2)

En -a/2 para v (con sin(—a) = —sin(a) )
— Asin(Kal2) + Beos(Kal2) = Cexp(—Kya/2)
En -a/2 para y'

AK;cos(Kal2) + BK sin(Kjal2) = CKexp(—Kpal2)
Ena/2 paray
AsinKral2) + Beos(Kral2) = Gexp(-Kna/2)
Ena/2 paray'
AKrcos(Kal2) - BKysin(Kjal2) = —GKpexp(—Kpa/2)




a tercera menos la primera |

Asin(Ka/2) + Beos(Kal2)
+4 sin(Kal2) — Beos(Kral2)

:| = Gexp(—Kpal2) — Cexp(—Kyal2)

| 24sin(Kja/2) = (G- C)Cexp(—Kyal2)

La tercera mas la primera |

[ Asin(K,a’2) + Beos(Kjal2)

i = Cexp(-Kyal2) + Gexp(-Kyal2)
+4s1(Ka2) + Beos(Kal2)

2Bcos(Kral2) = (G+ C)exp(—Kpal2)

La segunda menos la cuarta |

[ AK cos(Kial2) + BK sin(Kial2)

X = (G+C)K11CXP(*KU(1/2)
—-AK;cos(Kja2) + BK;sin(Kral2)

2BK;sin(Kal2) = (G + C)Kyexp(-Kpal2)

La sequnda mas la cuarta

| 24K cos(Kal2) = —(G — O)Kpexp(—Kyal2)

Queda entonces

24sin(Kal2) = (G - C)Cexp(-Kpal2)

2Bcos(Kjal2) = (G + C)exp(-Kyal2)
2BK;sin(Kal2) = (G + C)Kyexp(-Kpal2)
24K;cos(Kpal2) = (G — C)Kpexp(—Kal2)

Con esto es tentador hacer cocientes (si los coeficientes son tales
que no dividimos por 0 )

3/2 Kﬂﬂll(Kﬂr/Z) =Ky
4/1 KJCOT(KJ!I/Z) =K

De donde sumando
Krtan(Ka/2) + Kycot(Ka2) = 0

Krtan(Kra/2) + Kr =0=

1
tan(Ka/2)
KITZIHZ(KIG-Q) +K;=0=

tan®(Ka/2) = —1

)

Lo cual es imposibl




. ' par
fan(x) Primer tipo
[l /o‘ =
Krtan(Kra2) = Kn
1 4=0) G-C=0
N/ : Antlo 4y 1 —Jasian) = G- C)Cespiia)
2Beos(Kal2) = (G + C)exp(-Kpa2)
[ 2BK;sin(Kra’2) = (G + C)Krexp(-Kia2)
24K;cos(Kra/2) = ~(G - C)Kyesp(-Kyal2)
Segundo tipo
Luego no se pueden satisfacer Anulo 3y 2 impar
32 Krtan(Kza/2) = Ky K]COt(K[(T"Z) - Ky
4/1 Krcot(Kal2) = Kp 320 <=0
juntas sino que lo hara una o la otra
Que significa esto? Tendremos

Repasando el calculo

Dada la solucion propuesta
y(x) = AsinKx+ BeosKpx

y parax < —al2

y(x) = Cexp(Kux)
y para x > +al/2

v (x) = Gexp(-Knx)

Asin(Ka/2) + Beos(Kra/2) = Gexp(—Kpa/2)

Sitomamos 4 = 0y G = C queda
Bcos(K;a/2) = Cexp(—Kpal2) =
C = G = Beos(Kral2) exp(Kyal2)

y queda entonces

/
[Bcos(Km/Z) exp(Kpa/2)exp(Kpy) x < —al2

w(x) <| BceosKpx -a/2<x<al2

[B cos(Kral2) exp(Knal2)exp(—-Kux) x > +a2

Esta es la solucion simetrica




) ) Analisis de las soluciones del primer tipo
del mismo modo para el otro tipo
—Asin(Kzal2) exp(Kal2) exp(Kmx) x < —al2 Beos(Kal2) exp(Kya2) exp(Kpy) x < —al2
() AsinK, x Tenemos p(v) BeosKpr
Asin(Kal2) exp(Kpal2)exp(-Kgx) x > +a/2 Beos(Kal2)exp(Kpa2) exp(-Kx) x> +al2
con
Que es la antisimetrica K:tan(Kpa2) = K
nVoE)
ojo Kp=-"+ [;O 2 K= ./ﬁ/ﬁ
Vemos que entonces, que como habiamos visto al ppo., las \
soluciones en el pozo son simetricas o antisimetricas T3
2m(Vy —
a / / pNYy=a3¥x" " 7
3 (JEmE‘h) Ian((ﬁan‘h)aQ) 5 7
mEa’ mEa’ m(Vy—E)a*
mEa” ¢ mEa” ) _ [mFo—£)a”
212 111( 202 ) 202
- M - 2
Cone =1 stan(s) = Je—¢

Para las soluciones del segundo tipo tenemos

stan(e) = Je-g’
Es algo asi como

¥
10—
s
s
\
| ]
o 1 2 3 4 5 6 1 8 & 111 12 13 M
X

—scot(e) = Je—¢

10



juntando ambos

J100 %7

Vemos como aparecen las soluciones intercaladas.

La solucion de energia mas baja es sin nodos, o sea con la
curvatura minima

Y es par

Las probas son entonces

a0
vy,
P N e

-

| I
ETR TR T ) woos iz 12

Mas incerteza |

Al fijar el tamanho de la "caja” ( a ) estoy fijando Ap
Puedo observar la particula en la zona prohibida?

Para hacerlo tengo que mediR!!!!!
pero

-1
2m(Vo —E)
WU SR B i Mt
ar K ( h )

entonces
/I e e
Ap Ax 2m(Vo—E) =
ap= B85 Ly
2m

11



Un caso interesante

Sealabarrera

Vo

O<x<a

()
0

x<0ja<x

Suponemos que hay un flujo de particulas desde la izquierda.

z=0

r=a

Figure 8-8. A barrier potential.

Sea el problema

0 x<0
Vo) = Vo O<x<li
0 il
e L
N Vo
/
¥
/ 1 i g
/
0 I

Sean :

2mE 2m (E - V)
e

Si se plantean las
Ecuaciones mas =
generales ‘

Con la condicion
usual de no flujo desde
la derecha

0,(0) = A, + Ayee
Oylx) = Azeikzx + Aye it
dyx) = Aze™* + Ajeritr

‘ Ay = 0.

Por continuidad entre Il y lll en |
ikyl S ikl
Aje? + Aye Y = Age™

Para las derivadas en |

5 TP s 4 . ik
ik,A e — ik, Aye™ ! = ik A

. 1:1‘2*'/"8'“1"‘2"],13

,—k
e [ - |E,u|+k_,u]A3

Resulta entonces .
que

12



Ve

Empalmando en x=0

00 = 0u0) = A+ A=A+ A e [

00 = 0u0) = kA — ik A = kA, ik A,

Resultando k +k, Kk
| Fmord e

Reemplazando A, y A', en terminos de A,

2 2
k, -k
A, o [(k‘;l::” ex(k|—k,]l_ ( zltk kZ) El[k|~k«_,]’:]A3
15 152

L kt
Ak, cos (ky/) —i K, sin (Azl)]g' A,

{ K+ kS l] o
= k1Y —i5 7 sin (k. A
cos (k1) l?hk; sin (k,0) |e 3

Para A}

k;
-
o k;;klA“’f(. +k1/A,2 L [(kwi,k)(kk.fk;) T o ) g'“n“ﬁ"]/g
B-8)+ E-1) - - K-8 EEEE
= g, cos (k,0) +1 axk, sin (k,1) |A4 = 1T‘k251n (kylye™'Ag

Sea el coeficiente de deflexion

R = |4
A
Eonakil) :
oTar 0 () (K- K37 sin? (kyl)

R= =

Bkl S aE + (B -8 sin? (kyl

cos2(kyl) + L’k—kzsin (k21)] B i) B0
o

Para la transmision

2 1 Ak

7 A

2 2\2

4RE (K2 = K2 sin? (kyD)

cos? (k,l) +[ 2‘k,k22J sin? (k,1)

Rik; 2k, !

Sea ahora E>V,

Proponemos soluciones apropiadas donde el potencial vale 0
il
La forma de la funcion de onda es g _'
0 5

U(x,1) = y(x)exp(—iEt/h)
w(x) = Aexp(iKx) + Bexp(—iKx)
SiB=0

= Aexp(iKx)exp(—iEn'h)

Entonces
W(x,r) = Aexpi(Kx — Et/h)

Si estudiamos que
Kx — Ei'h = cte =

Se mueve a la derecha dy _ E >0

dr K

13



Con esto se puede calcular

P(,\‘, ‘;) = \Il4 \Il
=44

S(r.r) = —i jm (- CC\“ Y %‘I”)
- 1K 4y

gﬂl

Dado lo anterior

W = Ae™® + B~ K1

Con

J2mE
h

Ae™* gs una onda que "avanza" a la derecha
Par

K=

Propondriamos en ppo.

_

—

y = Ce®1¥ 4 DeKv

Silas particulas "vienen" de la izquierda no hay razon para tener
particulas viniendo de la derecha

D=0

Proponemos soluciones para la zona clasicamente prohibida
v = Fexp(-K»x) + Gexp(Kax)
AN

K, = [’m( )]/h

Pero en este]
Caso...

Se hace el procedimineto usual
Es interesante ver que pasa con el siguiente cociente

Para que la corriente de probabilidad sea distinta de 0 se necesita F y G

Flujo saliente por la derecha

e (‘/
v 1;’1 |
\ Flujo entrante

Es decir el cociente entre el flujo de probabilidad transmitido
respecto del incidente sobre |a barrera.

T=

Resulta que
1

7T=-—1

[1-D]

con

sinh’Koa

IGIGD)

14



(e" —e™)?

aw

sinh?(x) =

e

E

20m

0

Entonces crece muy rapido y entonces T se puede aproximar para x
grande

%(e‘ —e7) ~ %e’ y:
o1 1 .

[1+D] B ;
=

T=16 [VE0 (1- V—EO)]PXP(‘2 Ka2)

Luego T decrece conay con K> = [ [2m(To— ) J/i (cuanto mas
ancho y mas alto menos penetracion)

AVASS .
I \/ \/0 =)

Figure 8-9. The real part of 2 barrier penetration eigenfunction,

0
0

1
:

Emision de particulas « por el nucleo atomico

Gamow, Condon y Gurney 1928

1

2 \

g \{/vm

a8~ ~

?M Vi l

Ea Kinec energy a large ¢ Cual seria la minima
'=30x 1072 en :
" f Energia de una O

r—s

Fiwre 113, An enegy dgrm shoving te reion betwen potentl nd ol P UN €ASO clAsico ?

enrgles inalpha paricle emision.

con

Vr) = —'Z,f"z parar > R

La solucion que tenemos es para una barrera "cuadrada” se puede

aproximar el potencial por una secuencia de barreras

15



T ~ g2Ka

T = HQ*ZKN,JJ, - e*ZEIKz(r,)y-i
Ky(rp) = [ 2m(V(r;) — E) ];ﬁ

! o
1 I\]
3 IN] vir)
g '
masl- 5~ |
242 e
w o | Kinetic energy at large r
R r=30x10"2cm
r—s>

Como vimos hay nucleos que emiten particulas «
Las energias de emison son del orden de 4 —9MeV

El potencial que siente la particula « es una combinacion de la
interaccion

fuerte nuclear y el potencial de Coulomb.
Se miede R desde el centro del nucleo
Fuera de la parte nuclear el potencial es (en cgs)

q: Z-2)es2e
Py = D o E2Rede

. ‘\
La altura maxima de la barrera es en R N

Energy (Mev) —>

s

+E

Kinetic energy at large r

1
F=30x10-Zcm

y, - L0

R
ConZ=92, R~ 10" em~Vy = 4x 10%erg = 25MeV

Tunneling model of
Como es posible entonces que la particula emitida tenga una i alpha emission
energia mucho menor.
3o0r
3
Dada la energia de la particula emitida podemos calcular el rac g | f“
"de emision” §10 | w f 2
(Z-2)2 TN
E-— N
1 1 1

o 20 30 40
Separation of centers (fermis)

Tunneling model of
alpha emission

I

A

De donde ) b
= fDR
70) = B, §za—
8 il
Ll
Aproximamos el coeficiente de transmision por 1T
T % exp[-2Qm(V ~ E)'2I)i) V

I

Reemplazamos la suma por la integral para el T total
Tx sxp[—l [n () - ) 2//){17}

M 20 3N 40

Separation of centers (fermis)

16



Expresando todo en termines de »

Finalmente
§ V2mE (e 17 -
£ &p[_zTJ.kT - 1) i Tsexp| -2 In | TR ey R
‘ h B h
r 1144_‘ T . R\ R\2 1 R TZAN
J.(T’ ) dr -11[5—a1csm(ﬁ) 7(W) ( *(ﬁ) /\] T(E) :Aexp(gm
T/
con
SI R« I
i el o RN | atop o T
[(&-1) d7~11[z (&) }'[z 2R-2( %) R
La constante de desintegracon y
7
r=%7 10%¢
,, . . . L
5 = Nhumero de colisiones por unidad de tiempo 10"k @ eThorium series
2 mUranium series
%:, OActinium series
10'°L ONeptunium series
o
Entonces para tie e,
S) 10
Z-2=90 © (:B:
m=6.6x10"gr 1+ €5
C = 3600l "o
5 L]
101
after Rohit ’ i
-10 A i A A
10 4 6 8 10
se comprueba con Alpha kinetic energy (MeV)
log. 7 = aro_ 136
2y = cte "
Mol

17



URANIDN 238 (U238
RADIOACTIVE DECAY

eypeof  nuclide half life
diati

447 billion years

. yTl/Z: 1 | ? uranium-238
o

2 P ! thorium-234 241 days

T es entonces la probabilidad de transicion por “intento”, si consideramos
Que una particula O esta rebotando dentro del pozo de potencial

. ) ¢ protactinium-z34m 117 minutes
Tiempo necesario para que f T Si la particula se mueve con velocidad v
-234 . iz
La cantidad de nucleos sin . ? uranum El pozo tiene diametro 2R
Desintegrar disminuye en un factor 2 ? shoriun-230 B000 years El numero de choques por unidad de tiempo es
— (=4
ﬂ = Q radium-226 1600 yesrs v
—p+e +7, * =
n—pte Ve radon-222 3.823 days N= 2R
=y ot
ﬂ @ polonium-218 305 minutes
B +
energia+p-n+e +v, - .
9 e 8 lead-214 208 minutes Entonces la probabilidad de emisién de O por segundo es
bismuth-214 19.7 minutes
— 7V _p (ME/m)
_ - N— polanium-214 0.000164 seconds AT —=T ———
LA 4+ @ 4 & o 2R 2R
- lead-210 22.3 years
Bt 3 ptar
¥ B P B
T bismueh-210 5.01 days
Cartanin Borsa-t0 p i iti
" — e St O Con E la energia de la O emitida
- + @ 4+ @ o
4 protees. 3 prolees Lead -206 stable

Que pasa fuera de la barrera

Se debe satisfacer la conservacion de la probabilidad = el flujo entrate
Debe ser igual al saliente

v(AA)- v(BB)=v (CC)

Que pasa en el “interior”
de la barrera

Supongamos
w,=Be®+Ce
Wz:B?ax_‘_c g

L as defivadas

w' ,=Bae®*— Cae

s ax

w',=Bae®™— C ae

L a corriente de probabilidad es
il . .

S== 5 [ viz— vov 2]

R&ﬁJltaique parei&stecasovale
il

s=-5,BiC-BC]

Luego dd)m ser # 0 y ademas

B =B,&”

C,=C,e"=

[B.C.— B.CF 2iB,Cosin(y— £)

18



Supongamos
v,=Be®+Ce **
ax

w'=Be¥+Ce

L as derivadas son

' ,=Bae®— Cae
v',=Bae®™— C ae ™

L a corriente de probabilidad es

S= [l/’zl/"zf l/’z'/"z]

T 2m

Resulta que para este @ggoﬂl{J/%Fee proba)

[
s:—'z—m [B.C- BC]

L uego deben ser # O y ademas

B =B,&”

para que se cumpla deben
ser complejas

i
€ =C5e

[B.Ci— B,C F 2iB,Cosin(y— 5)

Diagramas cualitativos para pozos arbitrarios

a) para un potencial simetrico las funciones de onda son simetricas
o antisimetricas

b) El estado fundamental tiene £ > 0

¢) el estado fundamental tiene la menor energia=
p? « E-T(x)

Debe ser lo mas chico posible

Sabemos que

A2

S ) = V) - Elyk)

a2
éx

Entonces, es la de menor curvatura

Como son las amplitudes?|

d) 4/2 > ancho del pozo
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