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Singlete y Triplete

Sea la funcion de onda "de partida”
Yap = Wﬂ“)‘#’ﬂ(n = W{l(l)u’b(z)cn“sﬂ(UGWJJQ)

Las funciones de onda de spin posibles son

o

1 0l-l O-11 0-=1-
172 22 1

1
17

Se pueden construir las siguientes combinaciones

Antisimetrica:

singlete

Simetrica 1 (a% + c_ﬁ)

B triplete

Pero si estamos lidiando con fermiones
la antisimetrica de spin debe ser multiplicada por una
simetrica de "coordenadas”

(Wﬂb + WI:(I)

sk

e
©.

Mientras que las triplete deben ser multiplicadas por
antisimetricas

(Wab = Woa)

=ik

Resulta entonces que las funciones de onda aceptables para dos
particulas fermionicas no interactuantes resultan ser
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§ =545
%(Wﬂu - lV'un)G%;
y <
(e =y )L(o 11401 ) podemos aceptar que como se trata de 2 momentos angulares vale
2 S RN 57 i
§ = s +)h
%(‘/’nb-l}/ua)ﬁ%% S = m5’/1 |
my=-s,.... 4
s'=0,1

Para interpretar esto correctamente es apropiado calcular el
momento angular de spin total del sistema

Un poco mas de Fermiones

Oseaque
TABLE (I2-1)
Quantum Numbers for the Singlet and Triplet States
Spin eigenfunction  Designation s , EI nUCIEO
1
% (043416 = T pgung) singlet 0 0
o tiplet I +l No se conoce el potencial de interaccion
1
7 [CHRPEVE XYY triplet 1 0
) solo se sabe que; ...

Oy triplet 1 -1

Aproximacion de gas de Fermi para estudiar un nucleo




Aproximacion de gas de Fermi para estudiar un nucleo

Haremos la aproximacion de particulas independientes
Para cada particula
2 32 A2 A2
_h (O /R N /e ‘(\7’\1/ = EV
oz~

2m \ ox? ay?

Condiciones de contorno de Dirichlet

P(x,y,z) = 0, en toda la frontera

Se puede escribir
W(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z)

Con
I & ) = £ (1)

5

2m ¢i?

donde ¥;(i) = X(x), Y(y),...

Para la energia
E=E«+E +E:

Supongamos un cubo de lado a

Las condiciones de contorno son: X(x) = 0 para

X< -a y a X
<=5 5 <
Resolviendo =t 28
_ mthd
- 2
2ma Y.
conny = 1,2,3 ... (condiciones de contorno)
B I
P
E= X
™
luego
E= Lﬁ"[nz +n?+n?]
Fe s :
ma

Calculamos entonces el numero de estados N(E)dE

Tenemos un grid 3dimensional y calculamos la cantidad de puntos
entre dos cascaras esfericas entre 1y r+ dr

Remember rayleigh!

Como n; son positivos =octante=como la densidad de puntos es 1
(un punto por cubo de dimensiones 1X1X1)

No)dr = %4,7}‘2517‘ = %m':dr

Jurs)

2
como dE = =—2rdr , entonces

2ma
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Si tomamos un nucleo (en esta aproximacion) podemos calcular el
nivel de Fermi e,

Tomemos en cuenta el spin inicamente

Ajustar e; para tener N particulas

5

N= gJ‘ef rnf‘EV{El 2E =212 m’“}V j"'“Elssz
0 2Vl mh
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de donde

N 213 /12 /12

NN N7 a0 a3 _ 3 1 a3 4
e () Eggn L o o,
/ 2m P om

Si lo aplicamos a un "nucleo"
Pensamos en un sistema esferico de radio R = r,4"?

o= 1.25 10" em

Para un nucleo pesado (N~ (.64) ~ Paraneutrones

Entonces p = 74~ = 2 de donde £; ~ 34Mel/
77\'1‘34 g .

(LeV ~ 1000°K)
La energia de union media del ultimo neutron es ~ 6MeV = E,|=

La profundidad del pozo es Ey+ E, ~ 40MeV
(enrealidad es = 50MeV’)

Neutrons ! Protons.

Cuando se estudia la energia de union de los nucleos el
comportamiento es :

Wy L L L L 1 L L
100 120 160 160

Number of nucleons in nucleus, A

I ! L
180 200 220 240
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Respecto del termino de simetria

El nucleo esta compuesto por protones y neutrones
Lo pensamos con 2 "gases" independientes

Para cada uno de ellos tendremos un nivel de Fermi

) 23 Neutrons ! Protons

Faltaria ver como son los pozos para cada especie (efecto de
Coulomb para protones)

Ademas
Con

Poblacion media estado p

1
exp(fe, -v)+1

(np)

De donde viene eso?

Gas cuantico aislado

2
Pi

2m
=1\

K =

Tenemos que estudiar bosones, fermiones y
boltzmanniones

Tenemos que calcular I

Los autovalores de la energia delsistema de N particulas es

la suma de los posibles valores de energia de 1 particula
(niveles)

)

S

&p =

&)




(periodic boundary conditions)
donde 7 = %Tq’ : donde 7 tiene componentes 0, +1, +2, ...

un estado del sistema = {n3} conjunto de numeros de
ocupacion que deben cumplir:

E=3sepny N=234ny
Dejando de lado el spin
bosones:nﬁ =0,1,2,....

fermiones = n3 = 0,1

boltzmann = s = Wik s [SEtie) i —— por
- [ Jemd
2

distinguibilidad, pero ademas hay que tener en cuenta el
factor de buen conteo de Boltzmann.

N Remember Boltzmann
i) Sea el espectro definido por ¢, = %
ii) Agrupamos niveles contiguos en celdas i
iii) cada celda i tiene g; niveles
iii) cada celda i tiene asociado un ¢;
iv) cada celda i tiene asignado un numero de ocupacion »;

Dada una energia £

E= Z‘.e,n; N

Z,”i

Entonces sea Q{n;} — el numero de estados asociados a
{ni}

r=> 0}

i
iy

Celda i

Colocamos n ;eni

} g; niveles <:ﬁ

Cada celda tiene una
Energia “tipica” e;

Bose
Q{n;} = | |w; , donde w, es elnumero de formas de

J
distribuir 1; en la celda j

Para bosones cada uno de los g; niveles de la celda i
puede tener cualesquiera numero de particulas.

una celda esta definida por dos paredes

las g; subceldas donde se distrbuyen »; particulas
requieren (g; — 1) paredes extra.

Entonces todas las posibles configuraciones seran las
permutaciones de n; + (g; — 1) elementos

o [’71+ (g: — l)]'
O e — !

PR !
Qpose{niy = Hw, = H Initlei- D]
i i

nil(gi— 1!




elda i

— }g‘mve\es .
=———2\ :
\

\
\ Caaceld tiene tna
Energa i,

+ n; particuld)

g; niveles = g; cajas

g; cajas = (g;+1) paredes

g; niveles = g; cajas

De las (g;+1) paredes 2 son fijas (las
externas) luego quedan (g;-1)

Entonces todos los posibles arreglos
de las n; particulas en los g; niveles
corresponde a todas las permutaciones

g; cajas = (g;+1) paredes
de [n; + (g, - 1)] elementos

Qfni} =[]0
j

_Imit(ei- DI

T g - 1)

el

Fermi
como antes

Qiniy = []o,
J

dado n; = n; debe ser<g;, sin;=g; = w; = 1

Tengo que calcular todas las formas de seleccionar »;
niveles de g; niveles =

gi!
nil(gi—ni)!

;=

de donde

.1
Qpermi{ni} = H(Uf = H e ——
' Sonit(gi—ni)!

Boltzmann
Las particulas son distinguibles

i) hay que distribuir las N particulas en las celdas, con n; en
la celda i = NV/[ [(n;!)

ii) las n; se distribuyen en las g; en g7
iii) aplicamos el factor de buen conteo de Boltzmann (—\‘f)
entonces

f ;| Q
Ottt = |[1] e




Que hicimos para Boltzmann

E+dE
pn
En espacio |
121
1 puntoen I da una distribucion
en espacio
Etc.
o™
P ®
Espacio p
@
dip diq

Sea n; el numero de puntos en la celda i
Seae, = p?/2m , la energia pp de la celda i (hipotesis dilucion)

Zn, =N

i=Lk

Zme, =F

i=Lk

Un estado del sistema - 1 punto en I - una nube en y ~un
conjunto de numeros de ocupacion {n;}

Para cada celda

Seaipuntoenl-f = = Je

‘ Para todos los puntos del ensemble - f,= 2=

Dado 1 puntoenT - t’ dado /- muchos puntos en I'|~ volumen en
L

‘ Buscaremos la f'con mayor volumen - la mas probable

Sea Q{n;} el volumen ... (Numeros auxiliares al final se ponen a 1)
‘ A

-

Qfni} =

Este es el numero de puntos que tiene asociado el conjunto de numeros {n;}

Hay gue maximizar

I) es 1o mismo maximizar el log
i usamos Stirling (logry' = 1 (log; - 1))

logQd;} = Nlogh - Zn, logn: + Z nilogg; + cte

Ahora se maximiza bajo la condicion del numero de particulas
energia~ multiplicadores de Lagrange

G o)
0logQdm} - o ﬂZm vﬁZn,{,) =0
\




Y obteniamos

SlogQ{m) -d(aZn, +BY e ) =0

Lo que se obtiene es

Z[—(]ogn, +1)+loggi —a — Pe;Jon; = 0

=1k

los &n; son variaciones indep. Estos seran los n;

Para fermiones usando multiplicadores de Lagrange buscamos el termino dominante
Maximizamos Q{n}

f)=nQ.{n}+a|N-Yn]+BE-Tne]

Se reemplaza Q por la expresion antes obtenida se aplica stirling se deriva
Respecto de n; se iguala a 0 y se obtiene

9

De donde
- n=———>
log n=-1+loggi—a - fe; ! [e(p(,@eI +0’) +1
z;y= gnf"“ﬁ"‘l .
2 Finalmente se puede demostrar que
de donde
fi= Cexp(-pe;) H—ﬂ—;
: g [exp(g - p)/KT]+1
Para Bosones se hace mas 0 menos lo mismo y se llega a
RED T=0
A Ep E - 1 - 1
T TTTTTN P gi [eXp(el -()/KT]-1
11 N
| 2ppr
3 >T | \Y
1 Yl
1 b\
—— LN
aln
0 IT1 1IN %
I




6 30 30 30 30 120 120 120 60

9 unidades de energia
Entre 6 bosones

9 unidades de energia
Entre 6 fermiones

ST R AT R ]

beaa
heaa
Peca
beaa

En el limite de

Bajas temperaturas . V 4z (” 4
U= &oln,) = —2L di (n

2 ) 2y bp* (ny)

4

aT=0

U= Ne

E-= %Er Ep, « (%

Si los pozos fuesen iguales =

E(Z4) « 4PN + 27 o A2V + (4- N

Sea un gas de fermi

El numero de estados entre p y p+dp es

2s+1 ) )

4mp°dpV _,, p°dp

2 ==V

h T°h
1
Si T=0
€
v T, Vs
U= dp =
2mn® ;[ PP = Jommen®

v T, Ve
N=—— dp =
nzrﬂlp Yo

T1om2%® 5375 2m 5 2m 5
3

VPi 1 VPP i3 PE 3

En el limite de

Bajas temperaturas . Vw8 4/
(= sl = =2 | 4 (ny,
§ o) 7 m pp* ()
7

aT=0
U= N

E= %Er £, o (% '
’® E = iNE B+ (£)

Si los pozos fuesen iguales =
BZA) « AN + 2] a 4PN + (4- N7




sead =100

100
\ /
\
ot \ //
I //
‘V n X N 4 P @ N 0 K g{w

100243 + (100 - 2))

Luego le gusta la simetria.
Luego podemos escribir el apartamiento del minimo

. 3
TUZA) % EZA) = EZ Ay = C A {\* +7i - 2(%) : }

Lo cual se puede reescribir como: gimetrico

Sea (A=N+z) Z—A_D
p=N-Z_y_4_4 5 2

2 ) NP

entonces

f(Z,4) o ‘4’3“3{[%4.1)]7 +[%—D]% _2(%)%}

Para cada termino (D pequefio)

£l 2L, El

[4+D)° ~ [4]" + 300417 + 33441

E 5 2 5, i

(4017 = [417- 400417+ $1 5141
sumando

s (4] 53041 (4]

‘ 173 4-7)y
Az e a1 3Ip L] e - G4

con f,(Z,ADE(Z,A)-E(Z, A,

Sin embargo ademas hay problemas con las "profundidades
parciales" (o dejamos de lado en esta aproximacion )

Porque /37
Modelo de la gota liquida
El modelo de la gota liquida

La formula SEMF (semi empirical mass formula )
Propiedades de la fuerza nuclear —saturacion

La masa de un nucleo esta dada por

m = Zmy + Nmy - E—? =Imy+(d-Z)my, - E—f
) pe

11



Donde 12 3 4

e - 4-22% |
Eg =ayd-a A" - ap% - aAHTZ) +0(4,7)

a, Termino de Volumen

La fuerza nuclear fuerte afecta tanto a protones como a neutrones
(son baryones)

PAra una fuerza de largo rango esperamos A(4 - 1)/2 pero como es
de rango corto solo afecta a sus vecinos cercanos luego, depende
solo de 4

a, Termino de Superficie

Igualmente depende de la fuerza fuerte.

a. Termino de Coulomb

Para una esfera cargada uniformemente se obtiene «« 0%, pero
para cargas discretas ...

a. Termino da Asimatria

Este es de origen cuantico
protones y neutrones son Fermiones y como vimos antes....

A=16

Lower energy Higher energy

-

olons  houtrons Pratons Neutrons

IN-Z|=0 IN-2|=4

§(4,7) pairing term, captura el efecto del acoplamiento de spin

Binding energy : energia necesaria para “desarmar” al nucleo

Se obtiene 15

L‘vc ume egergy

]
4- total Energy’

.

/’Wn‘_?__

energy

Binding Energy per Nuclson (MeV)

{\ urface] L coulomib energy

-10

50 100 150 200 250
Mass Number

12



m = Zmy + Nimy -

= Zmy + (4= Zym, - L2
>

. Fe
fl The "iron group® | + yisld from
8 of isolopes are tha ' nuclear fission
mast tightly bound. 1 "
5. SaNI {most ighty bound) | i
g § 6 EESBFB j Elements heavier ‘
ol 56 8 0 than iron can yield .
2 ‘g 26 pave8.8MeV! energy by nuclear
? @ pernucieon |  fission :
€5 4H vieldiom  binding energy. | :
oL nucear fusion : i
=) | H
S i
T E H H
51, 1 | 1
| Average mass :
1 of fission fragmants :
F ! is about 118, £H :
50 T60 150 200
Mass Number, A

BIA (MeV)

#
-]

8.5

Comparacion

T T T T T T T T T T T

S 100 150 200 250
MMass Number A

m= Zmp +Nmy - E_,B = Zmp + (A - Z)m,, - E—,E
[on ol

U-235

@
o » @ Neulrons

" /
- * r-22
@ @ 180 MEV® —in @
N
G B
Product Muclei X
{HE ~ 168 Mav) Mg

Fizsile Mucleus
(L-235)

m= Zmp +Nmy - E_,B = Zmp + (A - Z)m,, - E—,E
2 e

C
v
Pirg W8
i
rofon
S SR e *
al G
T
S
-
/ neutron|
-+
3
+
Lo T
5 +
&
+ r
37
'%Ba -
nuge SKr
neutron A
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Rewton

Mas Fision
De acuerdo con el modelo de la gota liquida

Enorgy

200 MeV'

Ground state

Deformation d

— — - Excited state
— — - Ground state

Kinei eergy o ission ragmerts 169,10
Kinet eergyofprompt reurons 48
Energ cared by prometyrays 2
Energy from decayig fission poducts
Energyoff-partces 65
Energy of delayed yays 63
o which dont B
Energy converted o eat nan opratg themal car reactor 25
Energyof atneutinos 88
M3

Sum

O
+

-

'

O o
'

® @

PHYSICAL REVIEW €79, 054327 (2009)

FIG. 1. The soluions of Eq. (4] comresperding to d Fereat valuss

of Lagrange multpler 72 tha. ixes ke deformation R

Fusion Nuclear

@

@

? ?

e

n+N*>p+N+|+vlfjp+N+|*>n+NR ? ﬂ

® & " 0
\ag”
?

*He + 3.5 MeV
n +14.1 MeV

J % \w

T N
& o

Ay
» Y
@ @

Modelo Nuclear mas simple
Neutrones "y protones por separado

V(x)=0; O<x<L V(x)=%; x=L
V(y)=0: O<y<L V(y==: y=L
V()=-0: 0<z<L V(@)-»: z=L
VeV + V() +V(E) LS

Yy AVy= By

Y =0:(0)@y(3) ¢,(2) E=E,+Ey+E,
5= P sinx () -
zr,\,(A\)-\/:sm( = ) ik ng

oy
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E=E +E,+E,

g

N g
,(n(+u;+n:) nj=12,3"
Y

Y=g, 9,(0) 9,0

J’ %.{,"i".-("ﬂ-")

hx im\ 2. 2 2 ¢
Dy =Tnx —ps= 5 nytngtn; = p(nxnl‘.n‘,)

/ Estados cuantificados de p

3
(Ij.tfp_x-p_r)=%{".\"",\"”:)

s (kY (hr) k R
3 L I S
dp =(Z] =(T) p@(ﬂupulu)
)
De incerteza 2 ’

deHeisemberg

Suponiendo degeneracion o sea que todos los niveles estan llenos
Hasta el maxino (Fermi level E;)

El numero N de estados de Momento
En la esfera hasta p;

Py

y dp}

]/)@ (Prprops)

b

/

13 De la

esfera Ty Ty ;>0
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proton potential
{

e -~
s

#

-

_—
neutron potential

/

/
7
/
/
7
/
i
i

I
1
|
i
|
i bin+ding energy

[

protons

il | Ep =28 McV
neutrons
i

il
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L J

Figure 6-13 Potential well for neutrons and protons in a heavy nucleus,
showing the Fermi level. Note the difference between neutron and proton
wells,

Perturbaciones independientes del tiempo

Sea un potencial del tipo

tal que el potencial ¥(x) es soluble y conocemos las

correspondientes autofunciones

Cortinuure — ontnun

L1+ —~
Vi) Vi uz)

La ecuacion que sabemos resolver es

2
Y queremos resolver
—/12 dZ i A0 |
m WWW =V, = Eyya

Entonces desarrolamos las soluciones de la segunda en terminos

de las soluciones de |a primera

Y=

Z any
n

Reemplazando V'

_}’12 dz

2m dy

y escribieno v, = Y ayy,

b ) o
VT Ty + vy = By

16



;f’n j Y awyi VY awi=vY anyi =Y anEy

si agrupamos

Z A= 7171 dh +Za,ﬂ/u// ZG;JW —Za” ,,ly,

Lo 3y v+ ] - s - Zock
%{_}

Como el primer termino/% la ecuacion que sabemos resolver

’ !
Y auEwi= Y awys= Y anEny:
! I i

De donde

ZamEn//, - Zan;E;“y/, + Za”;l/‘w/ =0
1 / i

Z an(Er=E)yi+ Z amyy =0
1 i

Z an(E, =Eyi = Z iy
! I

Multipicamos con y;, e integramos

Y alf, - E) J yayids =Y ay I yowids
1

!

Usando las propiedades de ortogonalidad de las autofunciones con
v

Z an(Ey = E)ow = Z an J yvyidx
i / \ )

an En Za iVl

Como suponemos que v(x) es solo una perturbacion, entonces

a) las autofunciones deben diferir en poco(que es el corazon de
la teoria de perturbaciones)

b) v(x) es tal que v,y es mucho menor que los autovalores de
V(x)

Luego suponemos que

danl

17



Con estas dos
anm(E;J _Em) = Zanlvm[ =
7

!
am(Ey = En) _ a Vil
L - E =2k
; En

Ey
!
dmm (E,, _Em) -4 Vi
—  ~dmp -
Ey Ey

aproximamos

Donde hemos usado que tanto a,; y <2 son cantidades pequefias

Ly

Queda entonces

am(Ey —En) = amvam

Para el termino diagonal tenemos

arm(Eu -Ly) = awvm =

(Ey=En) =
a; =1
Para los no diagonales
Vi v
Ay = Qp——2— v —

(E;J_EW) (E;A_Em)

Como (E;, _Ezv) =V = E;; =E+vm =

Vi Vinn 1

[ ' R O —
(En+vim—En) (En _Em) (1 + v/ (En _Em))

Desarrollamos en serie

dum =

a = vmn (l — le )
" (EH - EIH) (En - Em)

<<1

Si suponemos que v,, essmenor que la "distancia” entre E,, y E,,
aproximamos

Vi

(EU _EW)

aWIV =

Entonces

(E;1 -L;) =vy = J'V;(X)V(X)WW (x)dy = ‘:1"(X)>”

O sea que la variacion de E, esta dada por el promedio de v(x)
sobre y,(x) 0 ¥, (x, 1)

Para los terminos no diagonales

i LOAZOL

Ay

SiE>>E,,.... Es un “peso”

0O sea que esta asociado al "mixing de las autofunciones asociado a

la perturbacion v(x) pero como tiene un peso ﬁ los muy

alejados de m no aportaran mucho que digamos.

18



con esto tenemos la solucion perturbativa

Wv’u = AW m Mx) =0
Z " ) a2
Edl a a
A A
@w, z<- '% z> %
Siguiendo a Eisberg se calcula para | Conocemos el caso del potencial infinito con fondo "chato"
i
§
Entonces R R Ry l
V (\) — I/O(\) +1J(X\) Figure 9-2. A V-bottom potential. H
4
=2 0 W g
Figure 823, Aninfinite square well potential,
7y es el pozo cuadrado infinito
- P
para el que el fundamental J% cos( 2L m=135,...
. W (x) =
g m iy ) v’;sm(%) m=2,406,...
3
) o2 i
Figure 8-25. The first eigenfunction for an infinite square well potential. Pl
net hm?
ot Ey=——-,conm=123,..
e -2, Tefr: o eeriles foran e syare el pcetl, 2Ma*
Con las soluciones conocidas para este problema sin la
perturbacion
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Sead<E1

Los elementos no diagonales de ¥(x) en terminos de la funciones
de onda del pozo cuadrado

Entonces para ay, tenemos ay, = Jwin @)V () d

1
(Ev—En)

dum =

5 [yt () =

Ay = (E”—_l E'n) (;/)_/2 I l//:u (X)\A’Wn(X)dx

Como estamos tomando el ay;,.

Como |x| es par las v deben ser pares y por lo tanto solo quedan
terminos de la forma

[cos(m . r(%)] e [cos(l n%)]

Integrando da

o83 1 {cos[(m-kl)%]—l N cos (m-1)%]-1
" E (-m) 2Am+1)? 2m-1)?
m=13,57

}

a.= 188
B30 E,
as _ 1
g =L 839 ay =7
B 8647 E, a _ |
an
ol 838 o
Y1718 E, @ T 50
=1 89
¥ 8000 n® E,

Usando que

yi= Y ay;

Entonces
Vi6) = anyil) + 5y Syt

an por normalizacion
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Finalmente

! 46 j“ 2/ TX )
E\-Ey) == [feos” (£ )dx
(Ey-£1) e 1“2‘ ‘ ( a )L

(E)-E) = 8—§(£—l) =0.297+6
o

g
T @y ix)
B
’ o
- 0 3
‘ =
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