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Chandler, Introduction to modern Statistical Mechanics, Oxford UP, 1986.

1 Ideas generales

1.1 Conceptos basicos

- Estado del sistema y transformaciones: en lugar de 10?® uno usa unos pocos
datos para describir los estados macroscopicos. Por simplicidad conviene em-
pezar con un sistema [uno llama sistema al objeto de interes que quiere estudiar]
homogéneo y en este caso se lo puede descibir por P, T,V y m (cantidad de masa
o numero de moles). Si son varias substancias habra que dar todos los m;. Las
variables que hacen falta para determinar el estado del sistema son las variables
de estado. Si no existe un potencial externo P y T tienen el mismo valor en
todo el sistema y no varfan con el tiempo (cuando esta en equilibrio). Hay dos
tipos de variables: intensivas (P,T) y extensivas (como la energia, N o V) que
son proporcionales al nimero de particulas (N) que forman el sistema.

Lo que significan P,m; y V es directo. ;Coémo se define T? La forma ha-
bitual es dando una receta de como se lo mide (definicién de distintos tipos de
termémetros). Se ha encontrado que distintas caracteristicas de los sistemas
dependen de T :

- Volumen de liquidos (Hg)

- Volumen de gases

- propiedades termoeléctricas (termocuplas)

En las escalas habituales uno usa puntos fijos: los mas habituales son el
punto triple del hielo [P=4.58 mm Hg y T=273.16° K] o la coexistencia de
liquido-sélido o la temperatura de evaporacion del agua a una atmésfera. En
general los materiales se dilatan con T: Al =~ «lAT y un ntmero tipico para
a=~5x%107%/°C. Notar la anomalfa del agua.

. Que rangos de temperaturas son usuales?

- Estrella que usa C: 5¥10% ° K

- Estrella que usa He 10% ° K

- Estrella que usa H 107 ° K

- superficie del Sol 6000 ¢ K

- W(fusién) 3600 ° K

- Pb (fusién) 600 ° K

- Ebulllicién Og (1 atm.) 90 ° K

- Ebulllicién Hy (1 atm.) 20 ° K



- Ebulllicién He* (1 atm.) 4.2 ° K

- Ebulllicién He? (1 atm.) 0.3 °© K

Para medir T" colocamos un termémetro en el sistema y esperamos que llegue
a equilibrio. jque significa el equlibrio? Que no observamos que las variables
que describen al sistema varien como funcién del tiempo si no cambiamos las
condiciones externas.

Se ha encontrado que para todas las substancias existe una ecuacién de
estado, i.e. una relacién del tipo f(P,V,T) =0

Una transformacion es pasar de un estado inicial a otro final. Dos posibil-
idades bésicas: reversibles o irreversibles. Las reversibles son las transforma-
ciones que se realizan pasando por los estados de equilibrio intermedios, i.e. que
se pueden representar en un diagrama P, T o P,V o V,T. En una transformacién
se puede hacer trabajo sobre (o desde ) el sistema. Ejemplo mas simple: un
embolo con un pistén. La fuerza sera P,.,:S de tal forma que el trabajo realizado
sobre el sistema sera dL = —P,,;Sdh = —P.;;dV es decir L = — ff P...dV. Si
el sistema esta en equilibrio sera P = P,y

Transformaciones isécoras: igual volumen

Transformaciones isobéricas: igual presién

Transformaciones isotérmicas: igual temperatura

Para tener una idea de cuanto vale el trabajo realizado por un gas para
expandirse isotérmicamente podemos usar la ecuacién de estado de los gses
ideales (para m gramos del gas PV = 7} RT donde M es el peso molécular en
gr.). Si hago una transformacién isotérmica el trabajo que realiza el gas es
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Para un conjunto de gases que no interactian cada uno de ellos se comporta
en forma independiente, i.e. P;V = T/ RT y la presién total es la suma de las
presiones parciales (ley de Dalton), ie. P =5, P

1.2 Gases ideales y teoria cinética

El interes de los gases ideales es que son suceptibles de una descripcién sim-
ple que nos permite empezar a entender de que estamos hablando. La su-
posicién bésica es que en cualquier volumen finito hay muchas particulas (recor-
dar Nayogadro = 6.023 x 10?3 moléculas/mol y un mol usa 22.4 lts. a una
atmésfera por lo que tenemos ~ 3%10'? mol/cm?). El diametro de una molécula
es del orden de 2-3 A [10~8¢m] y el rango de la interaccién es del mismo orden.
El volumen usado en promedio por una molécula es Vy; = zfomem? = 310143
por lo que la distancia media entre las moléculas es ~ 30 A por lo que es razon-
able suponer:

- moléculas separadas por distancias grandes

- moléculas no interactuan excepto cuando chocan, y los choque son elasticos
(i.e. no excitan los grados de libertad internos de las moléculas)



- moléculas distribuidas uniformemente i.e. n = % o dN = ndV (notar que
si V = 1u® contiene 3*10"moléculas)

- Todas las direcciones para las v de las moléculas son equiprobables.

- En equilibrio el ndimero de moléculas con un dado |v| es constante.

Los primeros desarrollos de la teoria cinética se hicieron estudiando las col-
isiones contra las paredes del recipiente. ;Cuantas moléculas chocan contra la
pared viniendo en la direccién (6, ¢) si tienen velocidad v? Las que entren en un
cilindro de tamaio dVol = dAvcosfdt. Su densidad sera dn, g, = dnq,% (si
estan distribuidas uniformemente) y por lo tanto

I = numero de colisiones por unidad de tiempo y unidad de area

ds)
= dVol*dn,,,/(dAdt) = vcos 9dn04—

™

Si integro sobre todas las direcciones obtengo que el nimero de colisiones

por unidad de A y t) sera vdn, [cosf4E = 2dm v i integro sobre todas las
4 4
velocidades sera
v d d
ﬂcon@zfv nU:fv o
4 [ dn, n

Para calcular la presion ejercida sobre las paredes por las moleciulas suponemos
que chocan eldsticamente (no se pueden excitar) por lo que |v| es igual antes y
despues del choque y Ap = 2muw cos 6 luego el Ap;orq; debido a todas las coli-
siones sera directamente Ap;orqa; = f Ap*I*dA*di = f Ap=v cos Hdnvg*d/l*dt'.
Si sumo sobre todas las direcciones y velocidades obtengo
n v?

dAdt

2
ADiotal = /4—mv2 cos? 8dQdn,dAdt = /mvzdnv/cos2 0 sin 0dOdAdt = m
T

Es Ap = F.dt por lo que % = presiéon = %72, es decir hemos obtenido

2N (mo? 2N
P= 57( D) ) =3V Ecinética
Los gases a bajas presiones y altas temperaturas satisfacen la ecuacién de
los gases ideales

m
PV = —RT = NkT
M

donde m : gramos de la masa del gas; M: peso molécular del gas; R : constante
de los gases=8.314 % 107erg/°K =1.986 cal/° K , N es el niimero de moléculas
y k la cte. de Boltzman (k = R/N avogadro) = 1.38 % 10723 joule/°K

Esto nos permite tener una dea microscopica de lo que significa la temper-
atura. Debera ser %kT = ELinética- Bs util tener una idea del orden de magnitud
de las velocidades de las moléculas en los gases. Hagamos la cuenta para Os a
300 °K. La masa del oxigeno es (en kg) m = 32000/N gvogadro = 5.31 * 10~ 20kg
luego < v2 >= 357 = 34138 10723 % 300/5.31 * 10726 ~ 233 * 103 (m/s)”
= V< v? >~ 480m/s

Para cosas que tengan que ver con fisica atomica y mas chicas es util tener
k en eV (= 1.602 * 10~%joule). Por ejemplo a 300 °K sera kT ~ 3 x 1.38
10~ joule = 14.6042 *1072eV = 2.58 x 107 2eV ~ ﬁeV que es un numero facil
de recordar.




1.3 Ecuacion de estado

Hasta ahora la unica ecuacion de estado que hemos visto es la de los gases ideales.
La ecuacion de estado establece la relacion entre p, V,T y m (la masa) para la
substancia que uno esta estudiando. Es una relacion del tipo F(p, V,T,m) =00
si uno usa e volumen especifico v = V/m sera una relacion del tipo F(p,v,T) = 0

Para fijar ideas recordemos que la densidad es habitualmente definida como
p=m/V =1/v

A veces tambien conviene usar el cociente entre la variable extensiva y el
numero de moles y eso se suele llamar el valor especifico molar de la variable(v,, ).
Dado que el numero de moles es la masa dividida el peso molecular (M) sera
Vm = V/(m/M) = M/p. Hay que tener cuidado con las unidades (en MKS los
moles vienen en kg)

La ecuacion de los gases ideales se puede escribir entonces como

Pom _ Ro pV =nRT
T

donde ya vimos lo que es R.(8.315 x 103joules/kgm — mol — grado). En condi-
ciones normales (1 atmosfera y 273K) el volumen usado por un mol (gramo) es
22.4 litros. Estas curvas corresponden a hiperbolas.

Otra ecuacion de estdo que despues derivaremos es la de Van der Walls:

donde a y b son dos constantes positivas. Uno puede tener una idea de sus valores
de la tabla (esta p en n/m?,v en m3/kgm-mole, T en grados K, R=8.31*103
joules/kgm-mole’K, a en n*m*/(kgm-mole)? y b en m?/kgm-mole°K)

Substancia a b
He 3.44%10% 0.0234
H, 25 0.0266
0, 138 0.0318
COq 366 0.0429
Hg 292 0.0055

Se ve que para volumenes especificos grandes las correcciones son muy pe-
quenios.
La forma habitual de escribir la ecuacion de estado para gases reales es

B C
pr=A+—+—5+..
v

donde A, B,C, ... son funciones de la temperatura llamados coeficientes del
virial. Para un gas ideal es A = RT y los demas coeficientes son nulos. Para
van der Walls uno obtiene

(RTb—a) RTH?
+ +

pv = RT + 5
v




Otra euacion de estado basada en modelos teoricos es la de Beattie-Bridgman
que fitea muy bien los datos experimentales en un rango amplio de presiones,
volumen y temperatua. Se escribe

RT(1—¢) A
p=T09 45y 4

donde €, A y B dependen de la temperatura de la forma
A=Ay(1—ajv) , B=DBy(l-b/v) y e=c/vT?

Las constantes son bastante diferentes para las disitintos gases.

2 Las leyes de la termodinamica

2.1 Primera ley:

Esta relacionada con la energia interna del sistema que estudiamos. Tiene dos
propiedades importantes. La primera que es extensiva (lo cual no es trivial si
uno piensa que en los medios macroscopicos las unicas interacciones relevantes
son EM y gravitacién). Si tomamos un sistema compuesto de dos subsistemas
sabemos que

E=FE +E,

de tal forma que depende linealmente del ntimero de particulas que forman el
sistema, o de su volumen. La segunda propiedad es la conservacién de la energia
dE = DQ + DL (uso D para recordar que no es el diferencial de una funcién
de estado, es decir depende de la direccién que se elija o del camino que se
use). Notar que no les resultaba claro a comienzos del XIX que @ era solo
energia y eso hizo que el primer principio fuese casi a ”posterior” del segundo.
DL es el trabajo realizado sobre el sistema y D@ es el flujo de calor hacia el
sistema. En general sera DL = f.dX donde f es la ”fuerza aplicada” y X es
una variable extensiva. Para poder hablar de @ tenemos que hablar de como
lo podemos controlar. Llamaremos paredes adiabaticas a las que no permiten
el flujo de calor hacia el sistema. Si el sistema esta en un recipiente adiabatico
todos los cambios en su energia interna se deberan al trabajo mecanico realizado
de tal forma que podemos, a partir de la energia en un punto A : E4 calcular
la energfa transferida en un proceso que lo lleva al punto B : Ep. (calculando
el trabajo mecanico realizado para ir de A a B). El trabajo y el calor son
formas de transferencia de energial!! y por eso no son diferenciales de funciones
decentes).

Notemos que para los gases ideales encontramos que la energia interna es
solo funcién de la tempertura. Eso nos da una caracteristica interesante. Por la
ecuacion de estado (para un mol) es PdV + VdP = RdT y por conservacién de
la energia es (%)v dTl' + PdV = DQ. Se llama cy = (%)V = %R. Usando las
dos ecuaciones podemos escribir DQ = (cy + R)dT — VdP lo cual nos permite



definir el calor especifico a presién constante cp = ¢y + R. Despues veremos que
el calor espefico a volumen constante depende del niimero de grados de libertad
de las moléculas y un parametro que es importante es el cociente entre los dos

calores especificos K = E—"j = % para gases monoatomicos.

2.2 Ciclo de Carnot

Es importante conocer para un gas ideal como son las lineas que en los diferentes
diagramas representan las transformaciones adiabaticas (i.e DQ = 0). Sera
cydT + PdV =0 =0y usando que P = RT/V tenemos chTT = fRdTV por lo
quelnT = —£ In V+-cte o sea que TV /¢ = TVE-1 = ¢té Es tambien PVE =

cte o TP = cte. Como K > 1 la curvas que describen las adiabaticas en un
diagrama P,V seran siempre mas empinadas que las que describen isotermas.
Vamos a jugar un poco con el ciclo de Carnot.

Usando la nomenclatura habitual, de A a B vamos por una isoterma, de B a
C por una adiabatica, de C a D por una isotérmica y de D a A por adiabatica.
Cuando vamos de A a B dado que es una gas ideal E4 = Ep y por o tanto
el sistema recibe Qo = Lap = ff PdV = RT5In “f—; En las adiabaticas el

calor recibido es cero y tenemos que tener en cuenta que T} VCK -1 TgVé( “ly
T V[If_l = Tgi_l de tal forma que % = “;—i Sobre la isoterma de T; tenemos
que Ec = Ep y el calor entregado a la fuente fria es igual al trabajo realizado
sobre el gas. Habida cuenta de los signos es Q1 = Lpc = fDC PdV = RTi1n 5—2
. El trabajo total es igual al calor recibido neto L = Q2 — @1 (notar que como
la energia solo es funcién de la temperatura el trabajo neto total realizado en
las partes adiabaticas de la transformacién es nulo) lo cual nos permite llegar a
la formula de la eficiencia

L Q1

nN=—=1-——=—=1- 5 porque son iguales los In de los volumenes.
Q2 Q2 T
Esto es lo que permitio definir en forma precisa la temperatura absoluta.

Volvemos a la idea central que veniamos discutiendo. Sabemos que un sis-
tema aislado evoluciona naturalmente a estados terminales simples, que son
determinados macroscopicamnte por un pequenio ntimero de variables, i.e. es
determinado completameente dando los valores de E, X . Por ejemplo para un
sistema determinado por la energia, el volumen y el nimero de moléculas de
distinto tipos las variables que lo determinan son F,V,nq,.....,n;,n, si tenemos
r componentes y ni es el nimero de moles de la especie k.

El estado de equilibrio del sistema queda determinado por los ”vinculos” que
tiene (sus paredes, composicion, etc.). El problema central de la termodinamica
( o la estadistica) es determinar como variara el estado de equilibrio cuando
movemos esos constrains, a que nuevo estado de equilibrio se dirigira el sistema.
Notar que puede resultar util utilizar la idea de constrains ”internos” metiendo
por ejemplo paredes imaginarias dentro del volumen para entender que es lo que
pasa. Lo que nos da un hint para ver como evoluciona el sistema es el segundo
principio.



2.3 Segunda ley:

Varios enunciados: procesos cicilicos cuyo unico resultado neto sea

a) transferir calor de una fuente fria a una fuente caliente (Clausius)

b) transformar todo el calor extraido a una fuente termica en trabajo (Kelvin)

no son posibles.

La demostracion que estos dos enunciados son equivalentes es via demostrar
que si uno no vale el otro tampoco. Supongamos que Kelvin no valga, es de-
cir que puedo tranformar calor entregado por una fuente en trabajo en forma
completa. Extraigo calor de una fuente fria y lo transformo en trabajo. Uso
este trabajo para entregar calor a una fuente caliente (mediante algun disositivo
mecanico) donde sabemos que la conversion es completa. El resultado es que
hemos transferido calor de la fuente fria a la caliente.

Para demostrar la otra relacién (si Clausius no vale no vale Kelvin) usaremos
el ciclo de Carnot. Supongamos que fuese posible transferir una cantidad Qo
de la fuente fria a la fuente caliente. Si hago ahora un ciclo de Carnot en
que la fuente caliente le entregue justo esta cantidad y producimos trabajo
W nos encontramos con que la fuente fria ha entregado Q2 — @)1 , la fuente
caliente ni recibio ni entrego calor y el sistema realizo una cantidad de trabajo
W = Q2 — @1, es decir tranformo en trabajo todo el calor entregado por la
fuente frialll

Vamos a ver ahora que para maquinas reversibles que operan entre dos tem-
peraturas % tiene siempre el mismo valor. Empecemos or una maquina re-
versible. Si W > 0 debe ser Q2 > 0 y Q1 > 0 de acuerdo al segundo principio.
Consideremos ahora una segunda maquina que produce un trabajo W’ recibe
de la fuente caliente Q2 "y entrega a la fuente fria ()" Vamos a demostrar que
si la primera maquina es reversible sera

Q Qs
Q1 ~ QF
y que si la segunda maquina es reversible debera ser

Q' _ @

Q1 g Q1

Sabemos que

W = Q2—-Q1
W = Q—Qr

y podemos aproximar Q2/Q2 = N/N"donde N y N"son dos enteros positivos.
Considermeos ahora un orocesos consistente en N’ ciclos de la segunda maquina
y N inversos de la primera. Sera Wisqy = NW — NW y en forma similar
Q2t0ta = NQ2'— NQ2 ;5 Q1 tiotat = NQ1'— NQ1 y por supuesto Wiotar =
Q2,total — @1,totar- Por la forma como hemos definido los nuemros de ciclos
deberd ser Q2 tota1 = 0 Dado que lo que hemos hecho es un proceso ciclico debe



ser Wiotar < 0y por lo tanto Q1 totar > 0 = NQ1"> NQ1 y reemplazando el
cociente de los N's es
, . Q2 QY
Q201> Q1Q2 0 = > =,
1~ @
Si la segunda maquina es también reversible las intercambiamos y nos sale la otra
desigualdad. Si las dos maquinas son reversiibles debe valer la igualdad, y por
lo tanto el rendimiento de dos maquinas de Carnot reversibles que operan entre
dos temperaturas es siempre la misma y solo depende de las dos temperaturas.
Esto es lo que nos permite definir la temoeratura absoluta, i.e.
@ _ 1

Q2 T2

2.4 Desigualdad de Clausius

Consideremos que el sistema sufre una transformacion ciclica donde recibe o
entrega calor a un conjunto de fuentes a temperaturas 13,75,...,T, y sean
Q1,Q2,...,Qy las cantidades de calor intercambiadas (mayores que cero si el
sistema recibe, menores que cero si el sistema entrega) . Vamos a demostrar la
desigualdad de Clausius que establece que

donde el signo igual vale si el ciclo es reversible. Para demostrar la desigualdad
consideraremos también una fuente a temperatura Ty y n ciclos de Carnot {C;}
que operan entre Ty v T; En cada uno de estos ciclos se le entrega a la fuente
i-esima la misma cantidad de calor @; que ella le entrega al sistema, de tal
forma que cuando hemos hecho el ciclo inicial mas los n ciclos de Carnot todo
el calor esta relacionado con la fuente a temperatura Ty. La cantidad de calor
que entrega laa fuente a T en el ciclo C; de la fuente a Ty es Q;0 = %Qi Para
todo el proceso la cantidad de calor intercambiada por la fuente a Tol es

Qs
QO_TO;f‘

Dado que el trabajo efectuado por el sistema es igual al total del calor recibido,
este debe ser negativo (por Kelvin) y por lo tanto hemos demostrado la desigual-
dad. Si el ciclo fuese reversible podemos hacerlo en la direccién opuesta y por
lo tanto debe valer la igualdad. Podemos or supuesto hacer que las cantidades
de calor sean muy pequetias (diferenciales) y entonces encontramos que

d
]{ TQ < 0 sialguna parte del ciclo es irreversible

j{ ? = 0 siel ciclo es reversible



Esto nos muestra que podremos definir una nueva cantidad que llamamos
la entropia tal que es una funcién de estado y que queda definida para una
transformacion infinitesimal reversible como

_4Q

ds T

En general podremos definir S(A) = OA % (para una tarnsformacién reversible

de O a A) que dependerd del punto O que tomemos como referencia, pero las
diferencias de entropia quedan perfectamente bien definidas. La entropia de un
sistema formado por varias partes sera la suma de las entropias de cada una de
las partes y sera una variable extensiva, como lo es la energia.

Supongamos que vamos del punto A al punto B en forma irreversible y
volvemos de B a A en forma reversible. Sera entonces

aQ _ dQ dQ __ dQ
A'fsz T — fAiB T +fBrAT - fAiB T +5(4) - 5(B) <0
10T
Consideremos ahora que el proceso de ir de A a B ain cuando el sistema este

completamente aislado (i.e. que no intercambie calor con el medio) es osible.
En ese caso la integral es nula y lo que obtenemos es que S(B) > S(A) es decir
que para cualquier transformacion que ocurrre en un sistema aislado en forma
natural la entropia solo puede aumentar!!!.

2.5 Formulacién en terminos de extremos

Una forma alternativa de enunciar el segundo principio y que es muy rica y que
nos permitir entender tambien estados de no equilibrio es postular que existe
una funcién extensiva S(E, X) que es una funcién monotonamente creciente
de E tal que si el estado B es acccesible adiabaticamente desde el estado A
satisface Sg > S4. Notar que si el proceso es reversible puedo tambien ir de
B a A de tal forma que S = S4 y sino es reversible entonces necesariamente

AS)adiabatico = S —Sa = 0. Debido a que la entropia es funcién de E, X esto
significa que

08 08 oS 08
=== E+ ( — X === E _— X;
15 <6E>Xd +<8X>Ed (8E>Xd +;(8Xi)}3,xjdl

y para un proceso reversible sera dE = DQ),ey + £.dX de tal forma que

s oS oS
5= (5) P9 (o), + (5), ]+

Para un proceso adiabatico reversible tanto dS como D@ son cero de donde

obtenemos
osy _ (os)
0X), \OE)y



El motivo por el cual pedimos que sea una funcién monotona creciente de la
energia es que reconocemos % = (g—g) x = 0. Con este reconocimiento podemos
escribir

dS:%dE*%f‘dXOSG&dEZTdS‘Ff.dX

lo cual confirma que E = E(S,X)

Vamos ahora a sacarle el jugo a la versién variacional del segundo principio
utilizando constrains internos. (Por ejemplo dividir el volumen en dos pedazos
V1 y Vo tales que el volumen total se mantenga constante pero no cada uno
de ellos por separado). Si cambio los V; tendre que realizar trabajo y por lo
tanto la energia del sistema cambiara. Supongamos que la cantidad de calor
que intercambio sea tal que la energia sea la misma que antes de mover los
constrains internos. La entropia sera entonces S’'(E, X, constrains internos).
Aislo adiabaticamente al sistema y lo dejo evolucionar, los constrains internos
desapereceran y el sistema ira a S(E,X) > S'(E, X, constrains internos), es
decir el estado de equilibrio corresponde al maximo global de S’ !!!!

Una forma alternativa es ver que corresponde a un minimo de la energia si
uno considera los constrains internos.(para lo cual sera central la consideracién
de la dependencia monotona de S con E). Si uso como constrain interno la
energia, puedo dividir a F en la energia de dos subsistemas tales que £ = F1+ Fs
y estos tiene los valores que maximiza a S(E, X, Ey, E5). Esto significa que si
hago otra particién sera

S(El — AE7X1) + S(EQ + AE7X2) < S(E1 + EQ,Xl,XQ)

y dada la dependencia de S con E existira una energia £/ < E1+ Eo si AE # 0
tal que S(E; — AE, X1) + S(E2 + AE, Xo) = S(E', X1 + X5) de tal forma
que si ahora imagino aplicar constrains internos a S y X totales constantes
(esto implica S(F] — AE, X;) + S(E) + AE, X5) = S(E; + Es, X1, X2) con
Ey + E; < B} + Ej) la energia total laumental! lo cual significa que el estado
de equilibrio corrresponde a un minimo global de la energfa (a S'y X totales
constantes). Podemos entonces escibir
AE = E(S,X,6Y) — E(S,X,0) = (0E) g x + (0°E) 4y + -

donde ¢Y esta relacionado con la particién de las variables extensivas causada
por la aplicacién de los constrains internos y

0’FE

Y2 5.X

OF
(3Y> 5,X
Los principios de extremos de los cuales charle se pueden escribir entonces como
[0E]g x > 0 para variaciones fuera de los estados con 6Y = 0, y [AE]g x > 0
para variaciones pequenias fuera del equilibrio. En forma similar [AS], v <0

Vamos a ver ventajas de esta formulacién mirando la relacién entre el equi-

librio termico y la temperatura considerando un sistema con dos partes, una a
Ty y la otra a T conectadas térmicamente.

(OE)gx = Y y (8°E) (6Y)?

1
X " 9o

Y=0 Y=0

10



;,Cémo estan relaciondas 77 y T5 cuando el sistema esta en equilibrio? Debe
ser (5S)E)X < 0y por otro lado como F es constante 6FE1 = —dF5, S = S1+ 5o
de tal forma que

051 0S5, 1 1
= = == = = | = - = <
08 =651 465 <8El>5E1+(8E2)6E2 [Tl T2]5E1_0

para cualquier signo de dF; lo cual implica que en equilibrio necesariamente
T1 = T5. Supongamos ahora que el sistema inicialemente no estaba en equilibrio.
El paso a equilbrio es un proceso natural con un cambio de entropia positiva,
es decir AS] + ASy = AS > 0 es decir

051 0S5 1 1
AS=A ASy = — | AE — |AEy=|— - —| AFE
S S1 4+ ASs (8E1> 1+<8E2> 2 [Tl T2:| 1 >0

Esto nos da una relacion entre las temperaturas y el flujo de energia. SiTy > 15
necesariamente AFE; < 0!l es decir la energia fluye del cuerpo mas caliente al
mas frio. Es util relacionar los cambios de temperatua con el flujo de calor via
los calores especificos, i.e. definir C' = %. Por supuesto hay que especificar la
direccién en que se producen los cambios. Las definiciones habituales son

08 0S8
Cr (aT)X yoox (aT)f

2.6 Ejercicios matematicos

La existencia de una ecuacién de estado del tipo f(P,T,V) = 0 implica que
podemos escribir P =f1(V,T) o V = fo(P,T) o T = f3(P,V). Estudio en
general F(z,y,2z) =0y z = f(z,y). Sobre la superficie

(of or\ (0= 02
== (5e) oo+ (50) = (&), (5). 0
y en forma similar tenemos
[0z ox (9 dy
o= () e (52) e o = (52) oo (32).

Si se estas dos ultimas ecuaciones eliminamos dy obtenemos

- (5). ) e 1), (3, (5) )=

lo cual implica que los dos parentesis deberan ser nulos, i.e.

) -y (.85,

oz

11



Es ilustrativo jugar con estas expresiones para los gases ideales. Hay otras
dos magnitudes que son importantes para caracterizar las substancias ( y tienen
la ventaja que todas las primeras derivas parciales pueden ser escritas en ter-
minos de ellas y P, V,T) que son la comperesibilidad (k) y el coeficiente de ex-
pansién (3) que son definidos como 3 = & (8V) (para un gas ideal § = 1/T)
y k= —% (g—;) (para un gas ideal kK = 1/P) Para los liquidos y los gases
tiene comportamlentos diferentes.

El agua tiene un maximo de la densidad a 4°C y entre 0 y 4°C es 8 < 0. Por
razones de estabilidad sin embargo siempre sera k > 0.

Otras relaciones que son utiles se pueden obtener estudiando una funcién
w(z,y) donde x,y son dos de P,T,V y z es la tercera. Estas variables estan
relacionadas entre si por la ecuacién de estado. Sera entonces dw = (21;’) dx +

(%—Z)z dy y por otro lado dx = (%) dy + ( I) dz =
ow ox ox ow ow ow
dw = | — — | dy d — | dy=|——) d — ] d
v (a) [(@) i (a> : *(ay>z Y (a> Z*(é‘y),z Y
que nos dan dos ecuaciones que son muy utiles
5),&) - 5).-E). » 5),5),-()
3xy8yz oy /, ay /), 81:y82y azy
Un ejemplo de este tipo de juego lo podemos usar esto para la cantidad de calor

escrita escrita como funcién de P,T; V,T o de P, V. Es DQ dE + PdV
(P,T). SeradE = (5Z), dT+( E)pdP 5 dV = (%%) ,dT+(5%),, dP =

vo=|(r), ++(or Hdﬂ(?ﬁ) e (), = [(Gr), o

(V,T). Sera dE = (§%),, dT + (5&),.dV =

(), () Jr-e ()

(P,V). Sera dE = (%5),dV + (32),dP = DQ = [(
(57)y 2P

-(57),

9E),+PldV +

Vo <

2.7 Propiedades interesantes

Para definir el estado de un sistema homogeneo nos alcanza con dar cualesquiera
de las funciones de estado (por ahora solo tenemos a E y S9 como funcién
de N y cualesquiera dos de P,T,V. Mas adelante seremos mas precisos. En
forma similar cualquier derivada parcial de cualquiera respecto de cualesquiera
se puede expresar en terminos de cp, 3y k junto con dos de P, V,T. Esto implica

12
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que estas son los unicos caracteristicas que vale la pena medir para caracterizar
un sistema. Vamos a ver como es que uno saca la informacién. Considero a T’
y V' como las variables independientes y por lo tanto quiero evaluar

Y (2) (2 () (%) (2
or )., \ov ). \oT "\oV ), \oT ), \oV ),
EsdE:(T) dT+( ) dv = TdS — PdV :ds—%(g—?)vdTﬁ-
E
1<3E) (), -7 17+ ()]
T\oT ), ov), T ov )
Que [5v (57)v]r = [or (57) )y =
o1 (oBY ] _ 128 _[01],
ovr\or),|,  Tovor |oTT v
_ 1 ®E 1 (0P L oF
~ ToVaT ' T\OT ov ),
Bj + si recordamos que a—P = é
v ), P we\ar), "k
ok T3
— ) =—-P
(8V> K
PorotroladocPch:[( ) +P( )Pi(ag ]ys1usamosque

(3:), ).+ (&)= (3).

(hacemos el reconociemiento w = F,x = V,y =T y z = P) podemos escribir

2
Cp — Cy = [P+(g§> }(g;)}):j:f*ﬁv —ﬁv>0

= cp > ¢, siempre.
Podemos ahora escribir explicitamente las derivadas parciales de S obte-

niendo
08N _ B  (9S\ _cw_cp B
ov), & > \or), T T &

. 2
Un resultado colateral interesante es que [% (%)V}T = % (‘gc‘} )T = gTI; de

tal forma que toda vez que P = oT el calor especifico a volumen constante no
sera funcién de V!l! y tambien sera independiente de P porque

dcy, [ 0cy @ —0
oP T_ ov ), \oP T_

13

(g%)

(55) 7

i.e. T(gi)

obtenemos que




Se encuentran cosas similares si usamos P,V o P, T., es decir
95\ _ we,  (OSY _ o (OS\ _co  (0S\ _
oP ), BT’ oV P_ﬁvT’ oT P_T’ oP T_
oF dcp 8%v
— Puk — T Bv; -— =-T|—
<8P>T v = Thv; (ap)y <8T2>P
Estas expresiones nos permiten escribir en forma simple el diferencial de entropia

en cualquier caso en terminos de los calores especificos y los coeficientes de
dilatacién y compresibilidad, i.e.

T
Tds = c,dI + jdv
K
Tds = cpdl —TvBdP
RCy cp
Tds = dp 4+ —=—dv
B B

lo cual nos da expresiones simples para la entropia de un gas ideal (era 8 = 1/T
y k=1/P)

RT

Tds = c,dT + —dv luego s=c,InT+ Rlnv+C
v
RT

Tds = cPdT—?dP luego s =cpInT — Rlnv+ C
Te, T

Tds = ;dp—l—ﬁdv luego s=cplnv+c,InP+C
v

3 Transformaciones de Legendre y potenciales
auxiliares

Para los sistemas que se estudian en general en quimica (i.e. sin energfa eléctrica
ni magnetica) se puede escribir el trabajo como

fodX =—PdV+ > pidn

i=1,r

donde n; es el nimero de moles de esa especie y p; son los potenciales quimicos
de cada especie.(quedan definidos por esta expresién), de tal forma que las
variaciones energia interna se pueden escribir como

dE = Tds — PdV + > pdn;

1=1,r

Esta expresién nos informa que E = E(S,V, {n;}). {Cémo nos las areglamos si
queremos expresarla como funcién de T, V, {n;}? Para esto nos ayuda la idea de
las transformaciones de Legendre (que ya usamos en mecanica para pasar de ¢;
a p;. Supongamos que tenemos una funcién f({z;},i = 1,...,n) de tal forma que
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af =3, (%) dz;. (llamare u; = (%)) Sidefinog = f—>7" . zju; eviden-
temente dg = df—Z?:T_,'_l xidui_zy:r+1 ’Mzditq = 22:1 uidzi_zz;r-}-l xzduz lo
cual nos permite decir que g es una funcién del tipo g({z;},i = 1,...,r; {u;},i =
r+1,...,n). Esta funcién es llamada la transformada de Legendre de f y nos da
una forma natural de introducir funciones que son minimos (en el sentido que la
energfa lo es cuando las variables naturales son T, V,{n;}; T, P,{n;}; S, P, {n;}
o inclusive pasar a alguno de los p; en lugar de los n;. Notar que no podemos
hacer cambios del tipo P,V,{n; }; T, S, {n;};

Las transformadas de Legendre de la energia tienen nombres propios, y
habitualmente se las denomina energfas libres (con algun nombre propio) y
ellas son

Helmholz= A = E-TS = A(T,V,{n;}) = dA = —SdT—PdV—FZi:LT pidn;

Gibbs=G = E—-TS — (-PV) = G(T,P,{n;}) = dG = —SdT + VdP +
D et Hadn

Entalpia=H = E — (-PV) = H(S,P,{n;}) = dH = TdS + VdP +
2imyr Hidni

Estas funciones satisfacen los mismos principios de minimo que la energfa,
ie.

(AH)spn >0 5 (0H)gp, >0
(AA)T,V,n >0 ) (6A)T,V,n 2 0
(AG)T,P}n >0 ) (6G)TS',P,7L 2 0

Recordar cual es el sentido en que son minmas.

3.1 Relaciones de Maxwell

La idea bésica es extremadamente simple. Si A = A(T, V,n) sera entonces dA =
dA dA dA
(57) v, 4T + (57) 1 AV + 3, (8m‘ )T Vi e dn; = =SdT" — PdV + 3, pidn;
Ving (i

Como dA es el diferencial de una funcién decente, las segundas derivadas
cruzadas deberan ser iguales, por lo que

o5\ _(op
oV )p, \0T )y,
En forma similar si uso G o H obtengo
oS\ _ (V) (oT\ _(ov
oP Tfﬂ_ orj,., *\oP SJL_ 98 ) p,,

Estas son las llamadas relaciones de Maxwell son extremadamente utiles para
establecer relaciones entre los calores especificos y las compresibilidades.
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3.2 Dependencia del niimero de particulas, variables ex-
tensivas e intensivas

Tenemos dos tipos de variables termodinamicas, las que dependen linealmente
del ntimero de particulas (tipo E, A, H,G,V,{n;}) y las que son independientes
de el y tienen bésicamente el mismo valor en todo el sistema cuando esta en
equilibrio (tipo Py T'). Esto significa que tienen una dependencia funcional del
tipo

) = Nfe(S/N,V/N,{ni}/N);
AT,V Ani}) = Nfa(T,V/N,{ni}/N);

) = NfG(Tapv{ni}/N);

) = Nfu(S/N,P{n;}/N);

Este tipo de funciones son lo que los matematicos llaman funciones homegeneas
de primer orden. En general una funcién homogenea de orden n satisface

fMai}) = A" f({@:})

Una utilidad que se puede sacar a esta propiedad es que si llamo u; = Ax; es

<gi\t> =nA""' f({z;}) y por otro lado

() =3 (5r),

7
K2

ary of ou\ of ‘

%

y ademas

de tal forma que

- £(2), -

i
Esto implica una relacién entre las variables de estado y no solo entre sus difer-
enciales, tendremos para las cuatro energias

E = TS—PV+> wni
A = E*TS‘FZILLan:*PV‘FZ,anl
H = E—l—PV—i—Zumi:TS—i—Z,umi

G = E-TS+PV+> pni=Y mn;
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Por otro lado sabemos que por ejemplo dE = T'dS — PdV + + 3. j;dn; =
SdT — VdP + %, nidp; = 0!

Este tipo de relaciones son las llamadas relaciones de Gibbs-Duhem y son
extemadamente utiles (este ejemplo que di nos permite obtener la ecuacién de
Clapeyron-Clausius).

Por ultimo las variables intensivas son funciones homeogeneas de orden
cero. i.e. por ejemplo P = P(S,V,{n;}) = P(AS,A\V, {n;}). Puede elegir
A= >;Mmi = n numero total de moles. Llamando x; = n;/\ tenemos que
P = P(S/n,V/n,{z;}) donde los z; no son independientes por lo tanto en lugar
de tener 2+ variables que las determinen solo nos hacen falta 1+r!! Este resul-
tado solo resalta el hecho que puedo aumentar el tamafo el sistema sin que cam-
bien las variables intensivas (aunque las extensivas cambian linealmente con el
tamano)

4 Condiciones para el equilibrio y de estabilidad

Queremos ver como responde el sistema a pequenas perturbaciones, del tipo de
mover constrains internos, es decir repartiendo distinto las variables extensivas
entre las partes del sistema. Esto debe llevar a menor entropia o mayores en-
ergias (libres) o interna, dependiendo de las variables. En general obtendremos
que las condiciones de equilbrio estan asociadas con extremos de las funciones
S o FE, mientras que los criterios de estabilidad estaran asociados con que esos
extremos sean maximos o minimos (dependiendo de la funcién).

Empiezo por un sistema heterogeno (multifases) y multicomponentes. Reparto
las variables extensivas en cada fase, de tal forma que por ejemplo £ = 22:1 E(@)
donde « etiqueta la fase (y hay v fases). El uso de constrains internos correspon-
dera a cambiar los E(® manteniendo la energia total constante. Tenemos en

forma similar S = >0 _, S, vV =3"_ V@ yp, =50 n{®. Tendremos

entonces
v
E=Y

a=1

7

T g _ pEy@ £ 3 M§a>n(a>1
=1

la condicién de equilibrio es (6E)g,,, > 0 y tenemso las condiciones auxiliares

STt 65 = 0: 30 V) = 05 S50 o™ = 0
Por simplicidad consider v = 2 = §S(M) = —§S(2) etc. Sera entonces

(OB) sy = (TO-T@)580 — (PO = @) sV 43 () = 1) 5n) 2 0
=1

La unica solucién que tenemos para cualquier signo de los 651, sV (1) y 5n§1)

es que los parentesis sean cero, es decir que la temperatura, la presiéon y los
potenciales quimicos sean iguales en todo el sistema (surge lo mismo si tenemos
mas de dos fases). Por otro lado debera ser necesariamente (6E)g,,,, = 0 (i.e.
extremo)
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Vamos a darle un poco mas de atencién a los criterios de estabilidad. Nece-
sitamos que (AFE) s.v.n = 0 para cualquier procesos que nos aparte de equilibrio.
Dado que hemos obtenido que el equilibrio pasa cuando (6F) s.v.n = 0 tenemos
que (AE)gy., = (§2E)5Vn + ((53E)Svn = (62E)Svn > 0 como criterio de
estabilidad. Si vale el siérfo igual tendremos que mirar la tercera variacién y
asi sucesivamente. Consideremos que los vinculos internos tienen que ver con
dividir el sistema en dos partes y que la unica variable que repartimos es la

entropia. Sera entonces (651 = —§52)) es
1) 27\ (2)
2 sz @ a2 1 [(0E N2 1 /[E 2\ 2

y es (22§)Vn = (%)Vm = T/Cy de tal forma que (sabemos que T(}) =

T =1T)

1

2 T o)’
(82E) 5 (550) ot o >0=Cy >0

S,Vin =

Consideremos ahora la energia de Helmholtz y repartamos el volumen. sera
entonces

(6°4)

T,V,n

2 4\ @ 2 4\ @)
= (24)0, +(524)2) 1<3 A> (sv) 41 <3A) (sv)’

T,V,n T.Vin — 9 2 2
2\ o0V Ton 2\ oV T

Ahora es (%)T =.— (%)T,n lo cual implica que [— (8L ) _ (27)(2) ] >

0 y como la reparticién es arbitraria nos queda que — (W)

4.1 Van der Walls

Los gases reales se pueden describir mejor con la ecuaciéon de Van der Walls que
tiene en cuenta que por un lado cada molécula ”congela” un volumen del orden
de su volumen, i.e. cambiar V por (V —V}) y si la moléculas se atraen la presién
efectiva en la superficie es disminuida por la atraccién que ejercen las moléculas
que estan en un una capa de ancho ¢ alrededor del borde. Esta reduccién es
proporcional al nimero de moléculas por unidad de volumen en la superficie y
al nimero de moléculas por unidad de volumen en la capa, i.e. nos dara algo

proporcional a (%)2 donde la constante de proporcionalidad dependera de la

. ., . 2
fuerza atractiva. Esto nos da una presion efectiva P, fectiva R Pm»eja —a (%)
de tal forma que obtenemos

<P +a <g>2> (V —V) =nRT

18



Si introducimos dos nuevas constantes a = a’Nflwgadm y b = V' Navogadro/N
podemos escribir la ecuacién en terminos del volumen especifico v = V/N como

<P+%) (v—b) = RT

que es la forma standar de la ecuaciéon de Van der Walls.; Cual es el interes de
esta ecuacién? Que nos da algo similar a la transicién liquido-gas.

En la zona conflictiva se hace la construcciéon de Maxwell. La curva cerrada
seria una isoterma reversible i.e. f% =0locual = §dQ =0= §dL =0
luego las dos areas deben ser iguales!!

Una caracteristica interesante e importante de la ecuaciéon de Van der Walls
es que se puede "escalear”, i.e definirla en terminos de las caracteristicas del
punto critico. En el punto critico es

P.V3 — (Pb+ RT)V?+aV —ab= P(V - V.)} =0 =

. ab a

V3= —3V2 = —3V.=Pb+ RT.
c Pc ? c Pc ? +

lo cual nos permite escribir directamente

a 8 a
— . T = —
27627 "¢ 2TRb

Sidefino P = P/P.; V=V/V.y T =T/T, la ecuacién se puede escribir de una

forma universal 3 ) g
il — =27
(7» ; W) v-=*

esta ecuacion se llama la ecuacién de los estados correspondientes. Podemos
hacer la temodinamica bésica asociada con Van der Walls.

oF oP a a
=) =7(%) —P= L s E=—S 4 (T
(av),=7(57), - r=ve= I
2
= T 8—P =0 = ¢, no es funcién de V
12 /),

(nidePporque( ) - (%C;>T((§;>T_O)

Sera entonces ¢, = (BT) =27 > [ =cT +cteluego E = —3 + ¢, T
Podemos ahora calcular la entropla

Ve=3b; FP.=

<

Como

Co 1
as = T(dE+PdV (—dV+cvdT+PdV> ?dT+T(

T
= —dT—i— ( _) V=S=c¢InT+ RIn(V —b) + cte.

a

5+ P)dv
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Las transformaciones adiabaticas estaran dadas por ¢, InT + Rln (V — b) = cte
= T(V -/ = cte.

{Cuanto valen las compresibilidades de una gas descripto por Van der Walls?
Es 6= % (%)P y como

ov\ (or\ (oP\ _ _ cor\ _[(oP\ 17\ (v _ (5,
or ), \or) \ov ).~ ¥ \or), 6~ |\or), aT ), (2D),
usando ahora la ecuacién de estado P = % — .z obtenemos

R(v — b)v?
RTv3 — 2a(v —b)?
1 ( v ) (v —b)?v? v 1

K= > \ap ; = T — 2av = b)2en particular para un gas ideal Kk = "I P

Era ¢, = % % P
v ar ), Y ov ), ) b
) B Oe v Oe s
(saliade cp = ¢y + {PJr (%)T(aT)J y que P+ (8U>T - )

como (9¢), = &% obtenemos cp — ¢, = Sv(P + %) (notar que para un gas

ideal nos da cp — ¢, = F}” = R).

B=

1
en particular para un gas ideal g = T

5 Aplicaciones de los potenciales termodinamicos

La eleccién del potencial termodinamico que conviene utilizar depende de las
condiciones del problema que queremos estudiar. Vamos a considerar dos apli-
caciones simples: la primera esta relacionada con un sistema heterogeneo de
multiples fases (del tipo liquido gas u otras) en que el sistema estd a temper-
atura y presion constante. Esto nos indica que el potencial que pediremos sea
minimo respecto del intercambio de particulas de una fase a otra sera la energia
libre de Gibbs. El segundo ejemplo sera el de una reaccién quimica realizada a
volumen y temperatura constante y donde lo que queremos encontrar es cuales
son las concentraciones de equilibrio para la reaccién. En este caso debemos uti-
lizar la energia libre de Helmholtz y pediremos que sea extremo respecto de los
intercambios de particulas del lado izquierdo al lado derecho de la reaccion. Esta
es la llamada ley de accién de masas. Los detalles vendran con la exlicitacién
de los ejemplos.

5.1 Aplicacion al equilibrio de fases

Puede ser conveniente aclarar que es una fase. Una substancia homogenea
(por ejemplo sal en solucién) constituye una fase, una substancia heterogenea
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compuesta por n substancias homogeneas son n fases, liquido+vapor (o mas
solido) corresponde a dos fases, sélido+vapor+liquido corresponde a tres fases.

Supongamos que tenemos v fases en equilibrio. A T y P constantes las
condiciones de equilibrio salen de requerir que la energia libre de Gibbs sea un
minimo respecto de intercambiar particulas entre distintas fases. Supongamos
para fijar ideas que tenemos solo dos fases, liquido y vapor. Sera Giiquido =
wmy y Gges = pigmg donde m; y mgy son las masas de liquido y gas y los u
son los potenciales quimicos correspondientes. La condicion que el Giotqr =
Gliguido + G gas sea un minimo cuando paso un dm del liquido al gas nos da que
los potenciales quimicos de las dos fases deben ser iguales. Si tenemos mas fases
presentes la condicién en general serd

WS, p, {$Y) = (T, p, {2

Recordemos que hay r — 1 zga) independientes para cada a. Es 1 < a < g <.
Tenemos entonces 7 * (v — 1) ecuaciones y el nimero de variables es 2+v(r —1).
Si funcionasen como ecuaciones lineales el nimero de grados de libertad seria

f=24vir—-1)—rv—-1)=2+r—-v

Esta es la llamada regla de las fases de Gibbs. Para ver como funciona conviene
mirar casos particulares. Para un sistema de una componente (r = 1). Cuando
no coexisten fases (i.e. v = 1) tenemos dos grados de libertad, P y T. Tres fases
(v = 3) solo coexisten en un punto (f = 0) y dos fases coexisten sobre lineas.
Un posible diagram de fases esta en el dibujo que se puede encontara en los
libros (las variables son p, Ty lo que se grafica son los potenciales )

Las lineas quedan determinadas, usando la nomenclatura del dibujo por
p (T, p) = (T, p); p)(T,p) = pON(T,p) y pON (T, p) = n(T,p). Lo que
significa la coexistencia de las fases se ve posiblemente mas claro en la otra figura.
La existencia de la linea de coexistencia nos da una caracteristica importante.
De p)N(T,p) = p®)(T,p) y de que du = —sdT + vdP obtenemos que sobre la
linea valdra du(®) = du(® i.e. obtenemos la ecucién de Clapeyron-Clausius

dP _ s(T,P) — sO (T, P)

(@ (@ gp — _ 4B ) —
AT + v\"YdP = —s\"WdT + v dPédT v(@) — y(B)

Para evaluar As conviene recordar que DQ = dE + PdV y sobre la hor-
izontal, si uso el subindice 1 para el liquido y 2 para el gas sera AQ =
[(e2 —e1) + P(vg —v1)]0m ( dm es la cantidad de masa que pasa de liquido
agasyey v son las energfas y volumenes por unidad de masa). Se llama calor

latente de vaporizacién A = % = [(e2 — e1) + P(va — v1)] con lo que podemos
escribir
dP A

ﬁ o T('UQ—’Ul)

Para tener una idea de nimeros Aggua—vapor ~ 540 cal/gr , vo = 1677 1t/kg;

vy = 1.043 1t /kg de tal forma que obtenemos 3—1; =~ #‘Soopatmosferica/oK . Notar
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que como vy >> vp su uso la ecuacion de los gases ideales para vy = % ) donde
M es el peso molécular del agua) obtengo

T ~ T°R P~ T2r™ *° 0€Xp

dP M P dP  A\M M
RT

Es decir que si T' disminuye P tambien disminuye (lo que explica porque el
tenemos problemas para cocinar las papas en la montanal!)

Que pasa en la transformacién liquido-hielo.Para el hielo (que es atipico)
A & 80 cal/gr pero vy = 1.00013cm?/gr; vy = 1.0907 cm?3/gr de donde % R~
—134 Patmosferica/ K por lo tanto si P aumenta T disminuye. En un glacial
cuando un se va mas abajo aumenta la presion, el hielo se derrite y el glacial

fluyel!

5.2 Ley de accién de masas

El problema que queremos estudiar es el de cuales son las condiciones para el
equilibrio en la reacciéon quimica escrita en la forma general

n1A1 + TLQAQ + .+ TLTAT - m131 + mQBQ + .+ msBs

donde Aq, As, ..... A, son las moleculas que reaccionan por un lado y By, Bs, ...B;
las que lo hacen por el otro.Las cantidades n1, ns....ms son niimeros enteros que
indican cuantas moleculas de cada tipo participan de la reacciéon. Llamaremos
[A1], [A2]...[B] la concentracién de las distintas substancias expresadas en moles
por unidad de volumen. Mostraremos la validez de la ley de accién de masas
que dice que cuando se alcanza el equilibrio la cantidad

[Aa]" [Ao]™ . [A™T
[Bl]ml[BQ]ﬂw ..... [Bs]ms

es funcion sélo de la temperatura. Vamos a estudiar sélo reacciones gaseosas y
ademas supondremos que los gases satisfacen la ecuacién de los gases ideales.

Para un mol de un gas ideal de una substancia A;podemos escribir la funcién
de Helmoltz como

A= CvT+ W1 - T(CV InT — Rln[Al] + al)

donde Cy,W7 y a1 son el calor especifico molar a volumen constante, y las
constantes de energia y entropia del gas A;. El nimero de moles del gas A;
presente en el volumen V serd V[A44].

Para todo el sistema la funciéon de Helmholtz sera la suma de las funciones
de todos los gases presentes, es decir podemos escribir (a las caractericas del
lado izquierdo de la reaccién las denotaré con cantidades primadas)
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A = ZAi+ZA9
- VZ | [CVT + W, = T(CYy InT — Rln[A;] + a;])
+V Z[Bi] [CYT + W] —T(CY¥ InT — RIn[B,] + a})]

Si la reaccién va de izquierda a derecha desaparecen cantidades infinitesimales
de los gases de la izquierda y apartecen también cantidades infinitesimales de
los gases de la derecha. Las que desarecen serdn proporcionales a ni,ns...n, y
las que aparecen lo serdn a mi,mg...mgs y en consecuencias las concentraciones

variardn en -eni, —eng, ... — €Ny, M1, EMa, ...emy de tal forma que la variacién
de la funcion de Helmholtz que debera cero y se puede escribir como
0A 0A 0A 0A

0A
EMAenenn.. + ——ems =0

A== 3[B.]

ENy +

oA T B[4, T Bl T 9By

Si divido por €V y calculo las derivadas a partir de4 la expresion explicita que
tenemos para la funcién de Helmholz obtenemos

= 0 [CLT + Wi = T(CY InT — RIn[A;] + a;) + RT)+> _m; [CUT + Wi — T(C{y InT — RIn[B;] + af)
=1 =1

Esta ecuacién podemos reescribirla de una forma mas simle como (divido todo
por RT y exponencio)

=

[Al] S T
1 i i

j=1 i=1

|1

[BJ]

T s !/
T[S O Ty ]y gy | Zimt W~ jm 1
RT

= K(T)

como queriamos demostrar. Es particularmente interesante, una vez que hemos
obtenido una expresion explicita para la funcién K(T') estudiar como depende
de la temperatura. Podemos ver que el In K (T) tiene una expresién particular-
mente simple. Es

ZZ 1n1W1 E] lm]

In K(T) = =7

Z Cing — Z C‘j//mj InT

j=1
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y por lo tanto la derivada del In K(T') se puede escribir como

dIn K(T) 1 . - I L
dT = RT2 anWz — ZmJW; + ﬁ ZCVnZ — Z Cg,/mj
i=1 j=1 i=1 j=1

Como la reaccio se ha realizado a volumen constante el sistema no ha realizado
trabajo. A volumen constante serd

AE = Z [C{,’T + W;} m; — Z (G4 T + Wi ny)
j=1 i=1

y por lo tanto
dinK(T)  AE
dar kT2
Si cuando se produce la reaccién aumenta la energia (reaccién endotérmica
en la que debemos proveer esa energia) el In K(T") disminuye cuando aumenta-
mos la temperatura, y la reaccién se desplaza hacia el lado derecho. Por otro
lado para una reaccién exotérmica el In K (T) aumenta cuando aumentamos la
temperatura y la reacciéon se mueve hacia el lado derecho. Esto queda expre-
sado en el principio de Le Chatelier: si se alteran las condiciones externas de un
sistema termodindmico, el equilibrio del sistema tenderd a desplazarse en una
direccién que le permita oponerse a la variacién de las condiciones externas.

6 Formulacion estadistica de la termodinamica

Tenemos una gran cantidad de particulas y para describir correctamente el sis-
tema debemos dar sus coordenas y momentos. Esto hace que el sistema se
mueva en un espacio de 6N dimensiones si tenemos N particulas (esto consti-
tuye el llamado espacio de fases del sistema). La trayectoria descripta por el
sistema es una curva que va cubriendo ese espacio (por supuesto que la energia
es conservada). Despues que ha pasado una gran cantidad de tiempo uno puede
calcular cuantas veces paso por un volumen dV alrededor de cualquier punto
del espacio de fases y esto nos define la densidad, es decir la probabilidad que
pase por un unto del espacio de fases serd

dW (as, ;) = p(ai, pi) | [ dasdps

En este curso nosotros vamos a estudiar un tipo de sistemas particularmente
simples en los cuales no vamos a considerar los efectos de las interacciones entre
las particulas (sélo consideraremos que las interacciones son esenciales para
establecer el estado de equilibrio térmico, pero es la tnica consideracién que
les daremos). En ese caso la funcién densidad p se factoriza en el producto de
funciones de distribucion para cada una de las particulas por separado, es decir

sera
p(ai,pi) = [ [ f(ai pi)
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con lo que hemos pasado de una funcién que depende de 6N variables al pro-
ducto de N funciones que dependen de 6 variables y que supondremos tienen
todas la misma dependencia funcional en esas variables. Esta es la funcién de
distribucién de cada particula que nos dedicaremos a estudiar en el resto del
curso.

6.1 La distribucion de Maxwell-Boltzmann

Cuando hicimos la teoria cinetica vimos que las moleculas se mueven con difer-
entes velocidades y que lo que interesaba era la velocidad media y la velocidad
cuadratica media del conjunto de moleculas, pero no hicimos ningun intetno de
derivar cual era el numero de particulas que tenian una dada velocidad. Vamos a
ver ahora una derivacion debida a Maxwell de ese numero de particlas. Supong-
amos que a un dado instante ponemos todas las velocidades de las moléculas
en un mismo grafico. Lo significativo son los puntos donde terminan esos vec-
tores. Si nos paramos en cualquier coordenada, la densidad de puntos*dV nos
dard la el nimero de particulas que tienen una dada velocidad . Nos resultara
til definir v? = v2 4 v2 4 v? .La rimera regunta que nos harmos es de las N
moleculas cuantas tienen una componente de la velocidad v, entre v, y v, +dv,.
Llamaremos a esta cantoiddad dN, de tal forma que la fraccién de moleculas
que estan en ese intervalo sera dN,_/N. La suposicién que haremos es que esta
fraccién es solo funcién de v, lo cual implica que

dN,, = N f(vy)dv,

Por razones de simetria tendremos resultados similares para las otras direc-
ciones, i.e.

dNy, = Nf(vy)dvy ; dN,, =N f(v;)dv,

Ahora nos podemos preguntar cuantas moleculas tendran compenente x de la
velocidad entre v, y v, + dv, y simultaneamente componente y de la velocidad
entre vy y vy + dv,. La suposicién de Maxwell fue que si tomo el aquette que
corresponde a v, y de ese grupo calculo la fraccién que tiene v, esta fraccién
sera la misma que para el total de las moleculas, es decir

dN?)mUy dey

N, TN f(vy)dvy = dNy, o, = N f(ve) f(vy)dveduy,

Usando el mismo argumento y preguntandonos cuantas tendran v, entre v, y
v, + dv, obtenemos

de,,,vyvz = Nf(vr)f(vy)f(’UZ)d’Umded’Uz

El numero de puntos por unidad de volumen (o sea la densidad de puntos en el
espacio de velocidades) sera entonces

dNU Vy U
—— = N f(va)f(vy) f(v2)

p= dvgdvuyduv, o
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Dado que la distribucién de las velocidades debe ser isotropica, la densidad debe
ser constante en todos los puntos que se encuentren en una pequena capa que
se encuentre a la misma distancia del origen de coordenas, i.e. que tengan el
mismo v( recordar que v* = v2 +v? +v?)(es decir entre v y v+dv).Consideremos
ahora el cambio de p cuando cambio un poco las velocidades. Sera
ap ap dp
dp = —dv,+ —dv —dv
P ovy 0 Ovy y+8vz i
/ / !/
WD)y, o S8y, L)
flve) f(vy) f(v2)

Si consideramos que los cambios de los v son tales que me quedo en la misma
chao esferica debera ser dp =0 es decir

do, + duz] F(0) (0, £ (v2)

o 03] =
Vpdvy + vydvy +v.dv, = 0

El problema que tenemos es que solo dos de los tres fdiferenciales osn indepen-
dientes, de tal forma que no hay forma de anular lo que los acompana. Para
resolver este problema se usa el metodo de Iso multiplicadores de Lagrange. Se
multiplica la confdicién auxiliar or un multiplicador A (que debera ser determi-
nado a posteriori por algun requerimeinto fisico razonable) y se la suma a la
rimera ecuacion. Es decir obtenemos

(e o0 (Grag o) aos (G5 + 20 ] =0

Podemos elejir A de tal forma que

(Foy +2ex) =0

y como los otrso dos dv que quedan pueden ser considerados como indepen-
dientes obtenemos su coeficientes deben tambiens er nulos, de tal forma que
obtenemso otras dos ecuaciones similares. La ecuaciuon que tenemos es en-
tonces

1 df(va) df (va)
+X, = 0= = — A dv, =
Av2 Av2
In f(v,) = —% +Inaosea f(u,) = aexp(—%) = aexp(—f%v?)
En forma similar obtenemos que
floy)) = aexp(=f%0)) y f(v:) = aexp(~F°0) =
d*N = No®exp(—p*v?)dvydvydv, o p= Na®exp(—p*v?)
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Esta densidad es la llamada distribucién de Maxwell. Si a uno solo le interesa
el numero de particulas que teinen veolocidad v podemos escribir el diferencial
de volumne en esfericas, de tal forma que

dN, = 4nNa?v?ex(—3*v?)dv = Cexp(—Av?)d3v y lamaremos f(v) = exp(—Av?)
Tenemos ahotra elproblema de evaluar C'y A (o equivalentemente o« y ). Sea

n = % sera entonces

_ 3 A2 23/2 _ ég/z
n—C/dveXp[Av]—C’(A> =>A>OyC'—LT

Aqui nos conviene repsara las integrales de gausianas. Hay dos tipos

o0 dm 0o g
Iy = /0 22" exp [—axz} de = (—)" dom /0 T exp [—aa:Q] dr = ( 2) T {
n! oo ) 1 o
= Sontl donde hemos usado que /0 zexp [—az’| dz = 2 J, exp [—£]
T Y T T
2n — 1! oo
= 2(”‘7:1042"}1\/7? si definimos (—1)!! =1 [sabemos que /0 exp [—axQ] dr =

Podemos calcular la velocidad media del sistema

[dPovE(v) C

<v>=_— 2 -~ [ Bvexp[-Av?] (v) =0

[ d3vf(v) n/ p[ )

Lo cual nos muestra que el sistema no se translada como un todo. Si hubiesemos
querido tener esa movimiento tendriamos que haber usado f(v) = exp(a(v —
vo)? donde v serfa la velocidad con que se desplaza el centro demasa dekl gas.
En lo sucesivo usaremos vy = 0. Calculemos ahora la energia cinética media
[ 5m*t(v)  mC

_ - 3,002 a2l sm
e= T doE(v) 72n/dm}exp[Av]f4A

con lo que A esta relacionada con la energia cinética media. Podemos escribir
ambas A y C en terminos de £ como

3/2
3m 3m1%
A=-—; C=n|-—
4 ¢
La forma de relacionarlo con cantiades macroscopicas es via la presion, que es

la fuerza promedio ejercida sobre la unidad de area por el gas sobre un plano
perfectamente reflector sometido al gas. Si llamo a x la normal a la superficie la
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cantidad de momento que es transferido cada vez que una molécula choca sera
2mu, y el nimero de moléculas que chocan por segundo sera v, f(v)d3v, por lo
que la presién sera

P= 2mu, v, f(V)dPv = 2mC’/ v2 exp [—AvZ] dv,
0

Ve >0

= / exp [—szﬂ dvy/ exp [—Avg] dv,

2 1
= mC’/vg exp [fsz] d*v = mTC' /v2 exp [7A1}2] d*v = ?C <2m1)2> exp [fsz] d>v
2 3
=_-n
3
Para un gas ideal sabemos que P = nkT de tal forma que reconocemos

€= %kT Esto nos permite escribir la funcién de distribuciéon en terminos de la
temperatura como

m ]3/2 p[ m (v—v0)2

fotv) =n [27rkT T2kT
Nos hemos olvidado de la relatividad, i.e. las velocidades consideradas pueden
ser mas grandes que c.;Es grave? Para tener una idea veamos que temperaturas
estan asociadas con energias del tipo mc? por ejemplo para una molécula de Hy
veamos cuanto valdria T tal que kT = mc?. Para el Hy es mc? ~ 2 GeV y por
lo tanto 7'~ 2 GeV/k = 1.2 10* 2% 10° °K = 2.4 10'3 °K!!l. Evidentemente
no ha sido un error grave.

Para poder relacionar esto que hemos hecho con la termodinamica primero
podemos notar que ya hemos definido la temperatura (en terminos de la energia
cinetica media) y hemos reconocido la ecuacién de estado. El trabajo realizado
por el gas cuando el volumen aumenta dV es claramente PdV y la energa interna
fue definida como U(T) = Ne = 2NkT que como corresponde (para un gas
ideal) es solo funcién de la temperatura. La primera ley se transforma en una
definicién del calor absorbido por el sistema DQ = dU + PdV. Sale tambien que
Cy = %N k. La segunda ley esta relacionada con el teorema H de Boltzmann.
Este teorema demuestra que la cantidad H que defineremos enseguida y que en
general puede ser una funcién del tiempo (si la funcién de distribucién tambien
depende del tiempo), debe satisfacer %I < 0. Se define H por la expresion

. 3/2 mu? mu? m \3/2
H, — In fd3p = m - S
0 /f nfd’p ”(%kT) /eXp[ 2kT} { T+ n<n(27rk:T> )]
3

I
3
—N
=
1
3
~
Y
E
~
———
w
~
S
| I
N |
—

para lo cual hemos usado que

/ 3 5
/exp [;vz} vidv =1, = i 0 (i) ; /exp |:;\U2] vidv =1, = g s <i>
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de tal forma que
AST[ A A3 2\° 1 2\°
47r/exp[—2v][—2v +n}dv = 4m _28\/7T<>\> —&-774\/#()\)
2\? 3 7
= = (3) (5+1)

Dada la defincién de A la constante que aprece fuera de Hy es directamente
n (%)3/2 de tal forma que el resultado final es n (—% + 77).

Tenemos que expresar 7) en terminos de un par de T, P,V (tomare P, V)
para lo cual usare la ecuacion de estado. Es

N m \3/2 N5/2 m 3/2
n = V(ﬁ) usando NkT = PV eS?’]:W(%) =
3/2
my = —SWmPVYS 4N +1n (ﬁ)
2 2T

lo cual nos permite escribir
3 5/3 3
—kVH0:§Nkln(PV )—i—cte:nk‘ an—l—ilnT + cte.

Podemos hacer el reconocimiento que H = —% con lo cual tenemos que para
un sistema aislado a volumen fijo la entropia no puede decrecer, por que la
expresion que obtuvimos nos da la entropia de un gas ideal (sin el contaje
correcto e Boltzmann). Dado que los sistemas que estamos estudiando son
clasicos no hay forma de sacar la tercera ley.

6.2 Evaluacién de la probabilidad a partir de los macroes-
tados y dispersiéon de n,,qq,

Para ganar un poco de experiencia vamos a ver que informacién podemos sacar
sobre la funcién de distribucién f(g, p) que describe a cada una de las particulas
en una situaciéon donde podamos considerar que las particulas no interactuan
entre si. El método que vamos a usar es un poco la idea central de la ME. Estu-
diaremos un sistema de part iculas que estan en una caja y que no interactuan
entre si. Para simplificar el problema vamos a dividir el espacio de fases al que
puede acceder cada particula en volumenes finitos (de tamafio w) de tal forma
que vamos a tener un nimero K de cajas en el espacio de una particula. Dentro
de cada caja endremos n; part iculas y cada caja tendra una energia asociada
con ella ( g;). Por supuesto deberemos exigir > n, = Ny > en; = E. La
funcién de distribucién que habi amos calculado antes se podra escribir ahora
como f; = ™ Dar un macroestado del sistema es dar un conjunto {n;}. Cada
macroestado puede ser formado de una cantidad de formas distintas. (dar el
ejemplo de tres bolitas en dos cajas) y esta cantidad nos da informacién sobre
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que porcién del espacio de fases de 6N — 1 dimensiones ocupa ese macroestado.
.De donde viene la multiplicidad? Dado que las particulas son clasicas, son
distinguibles y el nimero de disitintas configuraciones que podemos armar son
N (son las formas de ordenar N objetos). de los cuales los primeros ny estdn
en la primera caja, los siguientes ny en la segunda etc. Supongamos que en la
primera caja tenemos las particulas 1,7,21. Es claro que en otra de las permuta-
ciones vamos a tener 7,1,21 y también 7,21,1; 1,21,7; 21,1,7 y 21,7,1. Estas seis
permutaciones de las tres particulas corresponden al mismo macroestado ( que
1,7 y 21 estén en la primera caja) y por lo tanto el nimero real de microestados
que estd en el macroestado definido por {n;} serd

Q) = —

Nos va resultar conveniente por razones de cdlculo usar una funcién que es
equivalente (cuando hagamos las cuentas haremos los g; = 1) que es

Ufni}) = e 1 05 i

A los fines de los contajes es interesante recordar la férmula del binomio, i.e.

N! N
(a+b)N = zﬂ: mu"bN”‘ = zn: (n>a”bN” y en general es
N!

N _ niy _no
(a1+a2—|—...—|—ak) {2:}77/1'712' ....... (N—m — Ng — .—’I’erl)!al @27ty
notar que en realidad n,, = N —ny —ng —...—n,_1 con lo que el nimero total de
estados es KV Para que se entienda de que estamos hablando hagamos dos cajas

N, 01 2 3 4 5 6
con seis bolitas. Los posibles valoresde N, y Nyson N, 6 5 4 3 2 1 0 Hay
# 1 6 15 20 15 6 1

que recordar que si hay cinco bolitas en la caja uno es lo mismo 12345 que 13245
i.e. el 6rden no importa. Con esta forma uno puede ver cual es el nimero total
de estados (estén indicados en la tabla) y el total es 26 Es evidente que cada dis-
tribucién {n;} ocupa un volumen distinto del espacio de fases I" (el de 6N —1)
dimensiones. Vamos a suponer que el estado que observamos macroscépicamente
corresponde al que ocupa més espacio de fases (los niimeros estos son tan grandes
que la diferencia entre el que mds ocupa y el siguiente son nimeros grandes).
¢ Cémo podemos hacer para encontrar el set {n;} que hace maxima a Q({n;})
imponiendo las condiciones auxiliares que el nimero de particulas y la energia se
conserven (al menos en media)? Para encontrar la condici 6n de méximo es mas
conveniente usar el In ({n;}) que es una funcién mas manejable. Para calcular
ese In tenemos que recordar la férmula de Stiriling: In M! = mIn M — M y por
lo tanto

K K
InQ({n;}) =NInN — Znilnni —i—Znilngi

i=1 =1
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Utlizamos multiplicadores de Lagrange para determinar el maximo , i.e. max-
imizamos la funcién InQ({n;}) — ad n; — B > e;n; donde los multiplicadores
de Lagrange a y 3 los determinamos pidiendo que el ntimero de particulas que
calculamos sea en media N y la energia en media sea F. Deber & ser entonces
(notar que ahora los n; pueden ser considerados variables independientes)

K
0 I Q({n;})]— ( Zer/BZsZm):Z( Inn; +1)+1Ing; — a— Be;]don; =0

1=1

El valor que obtenemos para n; serd < n; >y es < n; >= g; exp [—a — f&; — 1]
lo cual nos da para f; = Cexp[—fe;] donde las constantes C' y (8 son deter-
minadas pidiendo que el niimero de part iculas y la energia tengan los valores
apropiados. Si usamos para ¢; = % vemos que la distribuci én que obtenemos
es la de MB. Para verificar que lo que hemos obtenido es un maximo podemos
calcular la segunda variacién, que nos da — ZZK 17 (6n:)*> < 0 Nos queda sin

embargo una duda y es cuan probable es el maximo y cuanto influyen los otros
sets de {n;} La probabilidad de cada set estard dado por

()
Pl = = ot

donde sélo consideramos los sets con el buen niimero de parti culas y buena
energia. El valor medio de n; sobre todos los miembros del ensemble serd

Z{m} niQ({ni})
Z{ni} Q({ni})
y lo que queremos calcular es cuanto vale << n? >> — << n; >>2 ie. la

fluctuacién en el nimero de particulas. Para calcular << nf >>y << np >>
vamos a usar los g;. Es claro que

<< ng >>=

gis [0 ¥y Ani})

<< ny >>= gZ ln da(fn})| v <<ni>>=
{"7'1

Para escribir << nf >> de una forma conveniente tenemos que jugar un poco.
Es

2 _ — —Y\5. 0 )% -
< <np>>= gzagi [zgglagi Q] Ji <8gi ZQ) gzagi ZQ

9 -ianQ I .iZQ2— O s> 4 <y >
%50 1% 8 0% ag; =95, i i

(si hay algiin problema con la cuenta notar que

oa/fof 1 (af\°
axax‘ﬂ()
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Tenemos como resultado para las fluctuaciones que (recordar que al final hay
que hacer g; = 1)

<<n? >> — << >>2=gi—— << ny >>

99

Si las fluctuaciones son pequefias esperamos que << n; >>=<n; >= g; exp [—a — fg; — 1]
y por lo tanto ser &

<<n?>> — << >>ie<ng >

2 [
n; n; < N > » 1
<< =5 >> - << >>2 <4 —
\/ NZ NZ N N

6.3 Coneccion con la termodinamica

La coeccion con la termoidinamica se hace a partir de la formula de Boltzman
S =klnQ{n;}

donde los {n;} estan dados por el estado mas probable, que acabamos de calcu-
lar, es decir

n, = NLW:Eexpf[/Bei] con

> exp — [Be] Z

Z exp — [Be;]

que es la llamda funcion departicion del sistema. Calculemos entonces la entroia
con la formula de Boltzman. Sera

Z

S =k [NlnN—Znilnni

=k [NlnN—lnNZni—|—N/6’Zsini—|—anZm

= k[NﬁZsmi—i-Nan

7

La primera suma es la enrgia del sistema, de tal forma que lo que hemos obtenido
es
S=Ek[BE+ NnZ|

Sabenos de termodinamica que

OB\ o, (98) _1L
oS )y OE ), T
1 1

y por lo tanto debe ser k3 = 7 o 8 = ;7. Podemos tambien reconocer que

NETInZ = E—TS = A que es la funcion de Helmholtz. Es interesante notar

32



que el conocimiento dela funcion de particion nos da todo lo necesario para
evaluar las caracteristicas del sistema. por ejemplo, evaluemos la energia. Sera

N N dZ odInZ
FE = zi:finj = ?;62' eXp(—ﬂEi) = —276% =nkT dT

Es ilustrativo mirar or ejemlo un sistema que tiene solo dos niveles de energias
0 y €. En ese caso obtenemos para la funcion de particion Z = (1 + exp(—0¢))
y las probabilidades de ocupacion de los dos nicveles estaran dadas or

N _ Nexp(—p¢)

M= e ¥ T Tew(—e)

por otro lado la energia del sistema estara dada por .

B (dIn[l +exp(—pGe)] exp(—fe)
E = NEKT aT _NEHTp(—ﬁg)_NZE

y la entropia sera

S=NklnZ + % = Nk {ln[l—f—exp(—ﬂg)] 4 < exp(—ﬂa)}

T 1+ exp(—fe)

6.4 Gas ideal monoatomico

Vamosa considerar un gas ideal monoatomico que se encuentra encerrado en un
volumen V . Dividimos el espacio de fases en cubos (notar que en el espacio
comun las moleculas no pueden salir del recipiente, es decir es como si hubiese
un potencial infinito de tal forma que solo habra contribucion en lo que se
refiere al volumen de la parte que es accesible or que fuera sera exp —e8 = 0).
La unica energia que tienen las moleculas sera la energia cinetica. Por lo tanto
sera

2
mu;
Z = ——
> exp(—5)
donde la suma (en realidad una integral) hay que realizarla sobre todo el espacio

de fases accesible. Vamos a suponer que los cubos tienen un tamano H =
dzxdydzdv,dvydv, y por lo tanto sera

1 Feo mu2 [T muy [T mu?
Z—E//////dxdydz/_oo dvzexp(—Qk )/_Oo dvyEXp(_TkT)/_oo dvzexp(—QkT)

Las integrales sobre las coordenadas nos da el volumen del sistema y las inte-
grales sobre las velocidades son gaussianas de tal forma que

vV [2rkT]??
Z = —

il =
N NH[ m ]3/2 mu?
T v lamer) P TR
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o si queremos recuperar los diferenciales sera

2

exp — [mv} dxdydzdvzdvydv,

/
v lor) o |

d°N = = | ——
V L2nkT

Si queremos obtener la distribucion en el espacio ordinario integro sobre las
velocidades y se obtiene lo que podria esperar

: N
AN = dedydz

Para encontrar la distirbucion de velocidades integro sobre las coordenadas es-
paciales y lo que obtengo es la distribucion de Maxwell!!!

La ecuacion de estado se obtiene la funcion de Helmoltz y de la relaciuon
termodinamica P = — (&) Es

A=—NET [InV —InH + 2 1In (225T)] y por lo tanto P = NkT/V

Podemos verificar que la entroia, la energia y el calor especifico a volumen
constante nos dan las expresiones que ya conocemos.

. Que pasaria si ahora consideramos que existe un campo de fuerzas (por
ejemplo el peso del gas en presencia de la tierra)? Ahora la energia sera ¢ =
mgz + %va y ahora en la evaluacion de la funcion de particion la parte esacial
en lugar de dar el volumen nos dara

A [2rkT %2 o A [2rkT]?? kT
Z =— T / exp—[mgz}dz:— T * —
H| m 0 kT H| m mg

Reemlazando H por el producto de los seis diferenciales nos dara

aon = N [ m 1
AKT L27kT
Para obtener las distribucion in z integro sobre todas las variables menos z y

obtengo

exp [f (mgz + va/Q) /kT] dzdydzdvydvydv,

g exp [-mgz/kT]|dz

dN, =
‘ kT

6.5 Principio de equiparticion

Un caso que es particularmente importante es cuando la energia depende cuadrati-
camente de alguna de las variables (sea tanto la coordenada como las veloci-
dades). En ese caso tenemos por particula que

B [eexp(—e/kT)dx [ ax® exp(—ax?/kT)dx lsz
media = [exp(—e/kT)dx ~ [exp(—ax?/kT)dz 2

de acuerdo a la tablita de integrales gaussianas que teniamos. Este resultado ya
lo habiamos obtenido por otros medios para la parte de enegia cinetica (recodar
que nos daba que Cy = %R para un mol). Lo notable es que uno obtiene que
por cada gardo de libertad que contribuye a la energia cuadraticametne nos
dara una contribucion de %R al calor especifico a volumen contantes molar.
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6.6 Paradoja de Gibbs

Considero un gas ideal que hace una expansion isotérmica irreversible desde un
volumen V; a un volumen V5. La energia no cambia de tal forma que AQ =
—AL = ff PdV = NkTIn % que nos da para la variacién de entropia AS =
NkIn &

Considermos ahora un sitemas dividido en dos, en cada uno hay un gas
distinto y tomo las presiones, densidades y temperaturas iguales en las dos
partes y los volumenes son V; y V5 . Saco la pared que los separa, jque pasa?
Cada gas hace ”su negocio” y cambia la entropia total en AS = N;klIn VthV? +
NokIn % > 0 como uno se imagina.

Ahora viene la paradoja: jy si el gas 1 es igual al gas 2 y las densidades de
los dos gases son iguales? En este caso no deberia haber cambio de entropia y
sin embargo la formula que hemos escrito dice que lo hay. ;Donde cometimos
un error?

La expresién que usamos para la entropia de una gas ideal fue basicamente
S = Nk [an + %ln T] + C (a T constante el segundo termino se absorbe en
(') es incorrecta en algo importante: la S definida asi no es aditiva!! Para que
lo sea en lugar de V' tenemos que usar v = % o lo que es lo mismo restarle
NkInN. Es decir usar para la entropia S = Nk [1nv + %ln T] + C' Veamos
que pasa ahora:

si los gases son distintos S; = NiklIn %11 + Nok1In %

Sp=Nikln Y2 4+ NokIn Y2y §p > 5,
si los gases son iguales S; = NikIn %11 + Nok1In %
Sy = (N1 + Na) kln% y dado que las
densidades son iguales = Sy = 5;

Esto tiene que ver con el contaje de los estados. Uds. saben que uno puede
interpretar miscroscopicamente S de acuerdo a la formula de Boltzmann como
S = kInQ donde 2 es el niimero de estados microscopicos que corresponden
al estado de equilibrio. La paradoja de Gibbs nos dice que hay que contar
apropiadamente (”contaje correcto de Boltzmann”) y utilizar en realidad S =
Eln[Q/N! (recuerden la formula de Stirling para In N! = N1n N)
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