
Estas notas solo sirven para tener una idea de los temas dados en las clases.
No han sido editadas. Se recomienda recurrir a los textos en que estan basadas
para mayores detalles. Ellos son:

R.B.Leighton, Principles of Modern Physics, McGraw-Hill Co. 1959
R. Feynmann, Lectures on Physics, Vol. 3
S. Gasiorowicz, Quantum physics John Wyley & Sons, 1974
Pueden también usar cualesquiera de los muchos textos sobre f́ısica moderna

y mecánica cuántica que existen.

1 Los ĺımites de la f́ısica clásica

Un conjunto de experiencias a fines del siglo XIX y comienzos del XX plantearon
que hab́ıa problemas serios con la f́ısica clásica. Vamos a mirar cuales fueron
esas experiencias y cómo es que se empezó a entender que es lo que estaba
pasando.

1.1 El electrón y efecto Zeeman

Desde la época de Faraday (electrólisis) exist́ıa la idea que hab́ıa una carga
elemental (tanto positiva cómo negativa). A fines del siglo XIX se descubrieron
los llamados rayos catódicos (se pońıan dos placas metálicas con una diferencia
de potencial, algunos kV, en un gas que se ionizaba) y J.J.Thompson consiguió
medir el cociente de e/m para estos rayos midiendo su desviación en un campo
magnético uniforme. Por otro lado se hab́ıa medido previamente el cociente
de e/m para iones de hidrogeno (que erán los que daban el valor mas grande
previo) y se vió que la masa relacionada con las part́ıculas que tenian que ver
con los rayos catódicos era 1836 veces mas pequeña que la del hidrogeno y
su carga era de signo contrario. J.J.Thomson los llamo electrones (1889) y
midio que la carga era negativa. La carga fue medida en forma mas precisa
por Millikan y tiene un valor de 1.60206*10−19 Coul. (el valor absoluto es el
mismo que el de H+). Zeeman y Lorentz encontraron que el electrón permit́ıa
entender resultados que Zeeman habia obtenido(1894) y que estaba relacionados
con la emisión de la radiación por los átomos (via el llamado efecto Zeeman).
Supusieron que las rayas espectrales, que eran conocidas con precisión eran
radiación de tipo dipolar (i.e. electrones oscilando dentro del átomo) y dedujeron
cómo esta radiación cambiaŕıa en presencia de un campo magnético. Cada linea
espectral con frecuencia ω0 debeŕıa separarse en tres con frecuencias

ω1 = ω0 +
eB

2m
; ω2 = ω0 ; ω3 = ω0 − eB

2m

donde B es el campo magnético y e/m esta relacionado con la part́ıcula que se
supone causa la radiación. Esto es lo que hab́ıa visto Zeeman en la linea D del
sodio en 1896. Ellos también hicieron predicicones sobre cómo deb́ıa depender la
intensidad y la polarización de las ĺıneas cómo función de la distribución angular.
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El estudio de las polarizaciónes permit́ıa deteminar el signo de e/m. Los datos
de la linea D del sodio confirmaron que eran los electrones los responsables de
las ĺıineas. Apareció sin embargo el problema que cuando se aplicó esta idea a
otras substancias a veces daban splittings de las ĺıneas que no eran entendibles
con esta imagen. A este fenómeno, que quedo inexplicado hasta el advenimiento
de la mecánica cuántica se lo llamó efecto Zeeman anómalo.

1.2 Cuerpo Negro

Cuando un cuerpo es calentado emite radiación. En equilibrio emite sobre todo
el espectro de frecuencias ν ( o de la longitud de onda λ) con una distribución que
depende de la frecuencia y la temperatura (y del material). Uno puede definir
una cantidad E(λ, T ), el poder emisor, cómo la enerǵıa emitida en la longitud
de onda λ a la temperatura T por unidad de área y de tiempo. Kirchoff
encontró (1859) que por razones termodinámicas en equilibrio, el cociente entre
el poder emisor y la absorción A (definida cómo la fracción de la radiación para
un dado λ incidente que el cuerpo absorbe) es la misma para todos los cuerpos.
(el argumento era que si coloco dos planos paralelos que emiten y absorben en
equilibrio deben emitir lo que absorben y por lo tanto E/A debe ser el mismo
para los dos planos). El definió el cuerpo negro cómo el que tiene A = 1 para
todas las frecuencias y en ese caso uno ve que la función E(λ, T ) es una función
universal.

El primer problema práctico es cómo hacer realmente un cuerpo negro. Una
solución viable es usar una cavidad con un pequeño agujero, de tal forma que lo
que entra se queda adento y lo que emite es realmente un cuerpo negro. Dentro
de la cavidad lo que tenemos es radiación en equilibrio a la temperatura Ṫ que
tiene una cierta densidad de enerǵıa u(λ, T ). Esta densidad de enerǵıa debe ser
isotrópica y homogénea (la misma en todos los puntos de la cavidad) para cada
longitud de onda. La radiación que incide en la abertura con superficie dA desde
un volumen dV de la cavidad será udV dΩ

4π donde dΩ es el ángulo sólido con que
se ve dA desde donde se halle el volumen dV, i.e. dΩ = dA cos θ

4πr2 . La radiación
que incide viene de una semiesfera y por lo tanto la enerǵıa que sale del agujero
será
∫

semiesfer

udV
dΩ
4π

= dA

∫
u

cos θ

4πr2
r2 sin θdθdrdφ = u

dA

2

∫
cos θd(cos θ)dr =

cu

4
dA

dado que el radio de la esfera para que la radiación llegue en un segundo será c
. Luego la radiación emitida por segundo y por unidad de área será cu

4 y por lo
tanto

u(λ, T ) =
4E(λ, T )

c

La dependencia con la temperatrura puede ser derivada clásicamente.Consideremos
ondas planas con campos E y B.La densidad de enerǵıa será

<
1
2
(E2 + B2) >=< E2 >
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y la presión de radiación, que es igual al flujo de momento será

< E ∧B >=< E2 >

Por lo tanto para una onda plana la densidad de enerǵıa es igual a la presión
de radiación. El campo de radiación dentro de la caja se puede considerar
cómo una superposición incoherente de ondas planas propagándose en todas las
direcciones. La intensidad relativa de las ondas depende sólo de la temperatura
(dada por las paredes de la cavidad). La presión de radiación sobre una dada
pared será sólo un tercio de la densidad de enerǵıa de la caja porque sólo un
tercio de ellas contribuyen a la presión sobre una dada cara. Esto hace que la
ecuación de estado del ”gas de radiación” sea

P =
1
3

U

V
=

u

3

lo cual nos da la información que P es sólo función de T. Ahora podemos hacer
un poco de termodinámica. Es

(
∂U

∂V

)

T

= T

(
∂P

∂T

)

V

− P y
(

∂U

∂V

)

T

= 3P = u ⇒

u =
T

3
du

dT
− u

3
o sea

du

u
= 4

dT

T
y por lo tanto u = CT 4

Estudiando una transformación adiabática Wien encontró (pueden mirar por
ejemplo una deducción de esto en Bruhat, Cours de Thermodynamique, Masson
1947, pags. 326-332)

u(λ, T ) = λ−5f(λT )

Si queremos usar la frecuencia en lugar de la longitud de onda será (consideramos
que u(ν, T )dν = u(λ, T )dλ)

u(ν, T ) = u(λ, T )
dλ

dν
=

c

ν2
u(λ, T ) y u(ν, T ) = ν3g(

ν

T
)

Esta ley tiene dos implicancias centrales
a) Conocida la función u(ν, T ) a una temperatura la conocemos para todas

las temperaturas!!
b) Si la función g(x) tiene un máximo para algun valor x > 0 y la longitud

de onda del máximo es λmax = b/T , la constante b es una constante universal!!!
Hubo una gran cantidad de mediciones experimentales para tratar de medir

esta función g(x). Se puede mirar un gráfico en cualquier libro. Wien observó
que g(x) = C exp(−βx) (es decir uW (ν.T ) = Cν3 exp [−βν/T ] ) fitteaba muy
bien la parte de altas frecuencias (o pequeñas longitudes de ondas). Por otro
lado Lord Rayleigh usando el principio de equipartición estableció que deb́ıa ser

uR(ν, T ) =
8πν2

c3
kT
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donde k es la constante de Boltzman. (cada modo tiene una enerǵıa media kT
y el número de modos es 4πν2/c3, el dos extra viene de que las ondas electro-
magnéticas son transversales). Esta ley fitteaba razonablemnte los resultados
experimentales a bajas frecuencias (o grandes longitudes de ondas). Tiene el
problema que la densidad de enerǵıa total (integrando sobre todas las frecuen-
cias) da infinito.

En 1900 Planck encontró una fórmula que reprodućıa extremadamente bien
los datos experimentales usando una interpolación entre estas dos aproximantes
y propuso

uP (ν, T ) =
8πh

c3

ν3

exp
[

hν
kT

]− 1

con un parametro ajustable h que resultó tener que valer h = 6.63∗10−23erg.seg.
Claramente si hν << kT

uP (ν, T ) ≈ 8πh

c3

ν3

hν
kT

= uR(ν, T )

Si hν >> kT

uP (ν, T ) =
8πh

c3
ν3 exp

[
− hν

kT

]
≈ uW (ν, T ) con C =

8πh

c3
y β =

h

k

Si separamos el número de modos podemos ver que la densidad de enerǵıa se
puede escribir cómo

uP (ν, T ) =
8πν2

c3

hν

exp
[

hν
kT

]− 1
=

8πν2

c3
kT

hν
kT

exp
[

hν
kT

]− 1

y por lo tanto la ley de equipartición clásica es alterada toda vez que las fre-
cuencias no son pequeñas comparadas con kT/h. La enerǵıa total de la cavidad
no es más infinita. Es ahora

U(T ) =
8πh

c3

∫ ∞

0

dν
ν3

exp
[

hν
kT

]− 1
=

8πh

c3

(
kT

h

)4 ∫ ∞

0

dx
x3

exp(x)− 1

la integral es una de las funciones que aperece en ME y da un resultado conocido
(π4/15). Tenemos entonces que

U(T ) =
8π5k4

15c3h3
T 4 =

π2k4

15c3~3
T 4

El éxito de esta fórmula hizo que Planck tratase de encontrar alguna derivación
termodinámica o de ME. Encontró que uno pod́ıa derivarla si hacia dos suposi-
ciones:

a) que la enerǵıa asociado con cada modo electromágnetico no vaŕıa continu-
amente (con un promedio dado por equipartición) sino que vaŕıa cómo múltiplos
de un cuánto de enerǵıa E (asociado con cada modo)
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b) que la probabilidad de un estado está asociada con la propuesta de
Boltzman, i.e. que

P (E) =
exp(−E/kT )∑
E exp(−E/kT )

⇒< E >=
∑

E

P (E)E

Esto nos da que la enerǵıa media para cada modo será

< E >=
∑

n=0 nE exp(−nE/kT )∑
n=0 exp(−nE/kT )

Es
∑

n=0 exp(−nE/kT ) una serie geométrica y por lo tanto la suma vale 1
1−exp(−E/kT ) =

1
1−exp(−x) y el numerador es menos la derivada de la serie geométrica respecto
a x por E . Queda entonces que

< E >= E exp(−x)
1− exp(−x)

= E 1
exp(x)− 1

que es lo mismo que hab́ıa obtenido Planck si uno hace el reconocimiento E =hν
h es un número extremadamente pequeño. Para luz en el rango óptico, por

ejemplo λ = 600nm será

hν =
ch

λ
=

3 ∗ 1010 ∗ 6.63 ∗ 10−27

6 ∗ 10−5
≈ 3.3 ∗ 10−12erg

de tal forma que por ejemplo si tenemos una lámpara que emite 100 watts en
esta longitud de onda será el número de cuántos de luz

N =
100 ∗ 107

3.3 ∗ 10−12
≈ 3 ∗ 1020 cuántos/seg.

1.3 Efecto fotoeléctrico

Este efecto está asociado con la emisión de electrones por los metales cuando son
iluminados. La primera observación fue hecha por Hertz (1887) y era algo dif́ıcil
de entender clásicamente. Los hechos que a comienzos del siglo XX estaban más
o menos claros que pasaban cuando se ilumina un metal pueden ser resumidos
en lo siguiente:

a) Cuando se ilumina un metal emite electrones y no iones (a partir de
mediciones de e/m. Lennard, J.J.Thomson 1889)

b) Que emita o no electrones depende la longitud de onda de la luz que se
usa. El umbral vaŕıa en general de metal a metal, únicamente luz con frecuencia
mayor que un umbral consigue que se emitan electrones. (Elster y Geitel, 1889)

c) La magnitud de la corriente (cuando existe) es proporciónal a la intensidad
de la luz. (Lennard, 1902)
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d) La enerǵıa cinética de los fotoelectrones es independiente de la intensidad
de la luz (Lennard, 1902) y vaŕıa linealmente con la frecuencia de la luz utilizada.
(Millikan, 1915)

e) El delay entre que se ilumina la superficie y se comienza a emitir es muy
pequeño (≈10−9seg) y no depende de la intensidad de la luz.

Aún cuando uno pueda entender clásicamente que la incidencia de luz puede
generar fotoelectrones (la onda que incide es absorbida por un electrón) el prob-
lema es que la enerǵıa de las ondas electromagnéticas está relacionada con la
intensidad y no con la frecuencia. Todos los comportamientos extraños con la
frecuencia de los fotoelectrones no son explicables. Por otro lado el tiempo que
tarda un electrón para juntar la enerǵıa (recibida de la onda) debeŕıa por un
lado depender de la intensidad y por otro no hay forma clásica de que sea tan
pequeño

Einstein supuso que la radiación consiste de una colección de cuántos de
enerǵıa hν. La absorción de un cuanto por un electrón hace que éste pueda ser
emitido. La enerǵıa con la que sale el electrón será

E = hν −W0

donde W0 es la función trabajo del electrón en el metal (i.e. la enerǵıa con la que
está ligado). Los resultados finales que demostraron la validez de está relación
lineal fueron hechos por Millikan (alrededor de 1915) y obtuvo que W0 es del
orden de algunos electrón volts (un electrón volt es la enerǵıa que adquiere un
electrón cuando se le aplica un diferencia de potencial de 1 Volt y es ≈ 1.6∗10−12

erg). Esto nos permite escribir h ≈ 6.63∗10−27

1.6∗10−12 eV seg≈ 4.14 ∗ 10−15eV seg. Un
número que aparece muchas veces y que hay que recordar de memoria es

~c =
hc

2π
=

4.14 ∗ 10−15 ∗ 3 ∗ 1018

6.28
eV Å = 1973.23 eV Å.

1.4 Scattering de Rutherford

Uno puede mediante scattering estudiar la estructura de la densidad de carga
dentro del átomo. A Rutherford se le ocurrio usar la part́ıculas mas energéticas
de las que disponia (las llamadas part́ıculas α que ya se sabia era He++) de unos
4.5MeV que eran producidas en el decaimiento natural de elementos pesados y
las hizo incidir sobre una lamina de Au (uno de los materiales de los cuales
es mas simple hacer laminas finas con espesor bien determinado). Uno puede
(vean por ejemplo si quieren la deducción en Goldstein) calcular la llamada
sección eficaz, es decir el número de part́ıculas que se dispersan en un ángulo θ
(respecto del haz incidente) si inicialmente son un haz colimado. Se encuentra
que, suponiendo que el centro dispersor es puntual, es

dN

dΩ
=

N0ntZ2
1Z2

2e4

4m2
1v

4
0 sin4 θ

2

6



donde dN
dΩ es el número de part́ıculas α dispersadas por unidad de ángulo solido

en la direción θ respecto a la dirección de incidencia, N0 es el número de
part́ıculas que inciden, n es el número de centros dispersores por unidad de
volumen de la hoja dispersora, t es el esepsor de la hoja, Z1 = 2 es la carga de
la part́ıcula α, Z2 es el número atómico del material que forma la lamiona (79
para el Au) , e es la carga del electrón, m1 es la masa de la part́ıcula incidente,
v0 su velocidad y θ el agulo de deflección.

Esta ley tiene algunas caracterist́ıcas que son notables y fueron verificadas
por Geiger y Mardsen (1913). El resultado mas notable es que el centro dispersor
deberia ser puntual para part́ıculas que inciden con 4.5MeV. Recuerdan que si
uno tiene un distribución de cargas con simetŕıa esferica fuera de donde se
encuentran las cargas (llamare Rs al radio fuera del cual ya no hay cargas
positivas) el potencial es el de una carga puntual colocada en el origen. El
potencial coulombiano entre una part́ıcula α y un núcleo de Au se puede escribir
cómo

V =
2 ∗ Z2 ∗ e2

Rs
=

241
Rs

MeV fm > 4.5MeV ⇒ Rs < 53fm

(Ahora sabemos que para el Au es Rs del orden de 6.5fm )

1.5 Atomo de Bohr

Desde fines del siglo XIX se conoćıa que cada substancia tiene un espectro
caracteŕıstico, es decir que emite luz no en forma continua sino sólo en ciertas
frecuencias. De esta forma, por ejemplo, se descubrió que en el sol hab́ıa una
substancia que no hab́ıa sdo encontrada en la tierra , el He, a partir de sus
rayas espectrales.Se realizaron estudios bastante extensivos de estas ĺıneas y
para las substancias más simples (H y He) las ĺıneas tenian una estructura muy
simple. La frecuencia de la luz emitida en el caso de H se pudo describir cómo
una generalización de la fórmula de Balmer (1885) (corresponde a n1 = 2, la
serie de ĺıneas para n1 = 1 caen el el ultravioleta y fueron medidas despues por
Lyman y las n1 = 3 caen en el infrarojo y fueron medidas por Paschen) cómo

ν

c
= RH(

1
n2

1

− 1
n2

2

) con RH = 10.9677576µ−1

Para el He el valor de la constante RHe era ligeramente distinta que la obtenida
para el hidrogeno (10.9722267µ−1). (este valor de la constante de Rydberg para
el He supone la aparición de un factor Z2 en la expresión del equivalente de la
serie de Balmer para el He)

Exist́ıa el problema de tener un modelo para los átomos. Los datos que
hab́ıa a fines del XIX, comienzos del XX se pueden resumir en lo siguiente:

a) Los electrones son constituyentes de todos los átomos y son los respons-
ables del espectro de radiación emitida, caracteŕıstica de cada átomo.

b) Dado que la materia es electricamente neutra debe haber la misma can-
tidad de carga positiva en algun otro lado.
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c) La mayoŕıa de la masa está asociada con las cargas positivas (la masa del
electrón es ≈ 1/2000 la masa del H).

d) No existen armónicas de las ĺıneas espectrales medidas, lo cual implicaŕıa
que el movimiento debe ser muy precisamente armonico.

e) Dado que los átomos son estables si vale la electrodinámica clásica los
mismos deben ser estáticos.

Una de las primeras sugerencias fue un modelo tipo planetario pero tenia el
problema que los electrones deb́ıan dar vueltas alrededor del centro y por la acel-
eración que tenian deb́ıan emitir radiación electromagnética en forma continua.
Calculos usando los datos relacionados con el electrón (carga y masa e idea del
orden de magnitud de los sistemas atomicos) llevó a la conclusión que el sistema
no era estable y que el electrón deb́ıa caer al centro en tiempos del orden de
10−10 seg. Por otro lado la experiencia que hab́ıa en cómo obtener sistemas que
vibrasen sólo en algunas frecuencias (basicamente cosas cómo cuerdas, aunque
bi o tri dimensionales) hicieron que se pensase en el modelo de Thomson. En
él los átomos son una especie de bud́ın con la carga positiva repartida (se sabia
que la masa de los electrones era despreciable frente a las masas atomicas) con
algunas ”pasas” (los electrones) que vibraban. Se suponia que el número de
electrones era del mismo orden de magnitud que el número atómico del ele-
mento considerado. El scattering de part́ıculas α por Au llevado adelante por
Rutherford y coworkers (Geiger y Mardsen) alrededor de 1910 tiró abajo está
imagen. La cantidad de particulas α que aprecieron para angulos mayores que
90 dejo como única explicación que teńıa que haber una carga positiva concen-
trada en algo asi cómo un diez milésimo de Å y que los electrones deb́ıan dar
vuelta alrededor. Hab́ıa problemas con la electrodinámica clásica.

Niels Bohr en 1913 propuso un conjunto de postulados que romṕıan con
la f́ısica clásica pero permit́ıan explicar lo que se observaba. Estos postulados
fueron los siguientes

a) Hay sólo algunas órbitas circulares en que pueden haber electrones. Son
aquellas en las que el momento angular es un múltiplo entero de ~ i.e.

mvr = n~

b) Los electrones pueden hacer transiciónes discontinuas de una órbita per-
mitida a otra y el cambio de enerǵıa está asociado con la frecuencia de las luz
emitida por

E − E′ = hν

Los electrones también oueden absorber enerǵıa pasando de una órbita a otra
de mayor enerǵıa.

Esto nos permite calcular qué es lo que pasa en átomos de un sólo electrón.
La carga nuclear será Ze y la del electrón −e, por lo tanto si está haciendo una
órbita circular Coulomb debe ser balanceado por la centŕıfuga. Puedo considerar
que la masa del núcleo es infinita (sino debo reemplazar m por la masa reducida,
i.e. µ = mM

m+M = m 1
1+m/M donde m es la masa del electrón y M la masa del
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núcleo)

Ze2

r2
=

mv2

r
y si considero mvr = n~⇒ v =

e2Z

~n
y r =

n2~2

Ze2m

y por lo tanto la enerǵıa asociada con la órbita es

E =
mv2

2
− Ze2

r
=

mZ2e4

2n2~2
− mZ2e4

n2~2
= −mZ2e4

2n2~2

Introduzco la frecuencia angular ω = 2πν y por lo tanto el cuanto de radiación
lleva una enerǵıa

E = ~ω = E2 − E1 =
mZ2e4

2~

[
1
n2

1

− 1
n2

2

]

Tenemos que jugar un poco ahora con los resultados que hemos obtenido para
tener idea de ordenes de magnitud. Primero notemos que e2 , de la forma que
lo hemos usado, tiene dimensiones de enerǵıa*distancia, que son las mismas
unidades de ~ċ Por otro lado mc2 sabemos que tiene unidades de enerǵıa. Nos
conviene poner todos esos números en las mismas unidades de enerǵıa y distancia
para poder compararlos. El valor de e2 debe ser medido experimentalmente y
se observa que e2 = 14.39898 eV Å y por lo tanto

α =
e2

~c
=

1
137.0388

es una constante adimensional. Volvamos a escribir ahora los valores obtenido
para los radios de las órbitas. Es útil recordar que la masa del electrón es
mc2 = 5.11 ∗ 105eV

rn =
n2~2c2

Ze2mc2
=

n2

Z

~c
αmc2

= 0.529172
n2

Z
Å

La constante que aparece se lo llama el radio de Bohr y corresponde al radio
medio de la órbita mas ligada del H.

Calculemos ahora la enerǵıa. Esta está dada or

E = −mc2Z2e4

2n2~2c2
= −1

2
mc2 [Zα]2 = −13.61Z2eV

Por otro lado podemos calcular la constante de Rydberg. Obtenemos que

ν

c
=

mc2Z2e4

4πn2~3c3

[
1
n2

1

− 1
n2

2

]
⇒ RH =

mc2Z2e4

4πn2~3c3
y

RHe = RH ∗ (1 + me

MH
)

(1 + me

MHe
)
≈ 1.00047 ∗RH

En los tiempos de Bohr las constantes (e, h, m) no eran conocidas con gran
precisión (1/103 cómo máximo para algunas de ellas) pero el cociente entre las
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constantes de Rydberg para el H y el He se conoćıa con al menos seis cifras que
coincid́ıan con la predicción.

Hasta el año 20 se trató de mejorar el modelo de Bohr con cierto éxito. El
avance más grande fue pasar de la condición de órbitas circulares a las llamadas
condiciones de Bohr-Sommerfeld que consistian en requerir que para movimien-
tos ciclicos valiese ∮

pidqi = nh

lo cual en el caso del átomo de hidrogeno (o con un electrón) permitia órbitas
eĺıpticas para las cuales

∮
Pϕdϕ = nϕh ;

∮
Pθdθ = nθh y

∮
Prdr = nrh

nϕ = m es llamado el número cuántico magnético, nϕ + nθ = k el número
cuántico azimutal y nϕ + nθ + nr = n el número cuántico total. Se encontró
que las enerǵıas de las órbitas eran las mismas que la de Bohr (i.e. sólo función
de n). Sin embargo, la f́ısica era bastante distinta. El momento angular está
relacionado con nθ y por otro lado |nϕ| ≤ nθ. Los valores permitidos para nr

empezaban en uno y nθ en cero y deb́ıa ser positivo. De esta forma uno pod́ıa
hacer una tabla de los valores correspondientes a los distinrtos n. Por ejemplo
los valores para los primeros n son∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n nr nθ nϕ

1 1 0 0
2 1 1 −1.0, 1
2 2 0 0
3 1 2 −2,−1, 0, 1, 2
3 2 1 −1, 0, 1
3 3 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Los estados con el mismo n están degenerados (tienen la misma enerǵıa). Se

pudieron también hacer correcciones relativistas para cada uno de estos estados
las cuales ajustaban bien con los datos experimentales.

1.6 Efecto Compton

Experimentalmente se observó (Gray-1920) que cuando se hacia scattering de
rayos X por materia, la longitud del rayo X scatereado no era la misma que la de
la radiación incidente, pero parecia relacionada de alguna forma a la radiación
incidente y no con el material. Compton (1922-23) dio una explicación basada
en la idea de la existencia de fotones cómo part́ıculas y considero el proceso cómo
una colisión elástica entre un fotón y un electrón. Supuso que el fotón tenia
una enerǵıa hν y un momento hυ/ċ (en la dirección z, por ejemplo). El electrón
inicialmente está en reposo y al final sale con momento Pe en la dirección ϕ
y el fotón sale con enerǵıa hν′ y el correspondiente momento en un ángulo θ

10



respecto a la dirección inicial. Por supuesto los tres momentos son coplanares,
de tal forma que de la conservación de enerǵıa-momento sacamos que

hν

c
=

hν′

c
cos θ + Pe cos ϕ (a)

0 =
hν′

c
sin θ − Pe sin ϕ (b)

hν + mec
2 = hν′ +

√
P 2

e c2 + m2
ec

4 (c)

Eliminamos ϕ jugando con (a) y (b) [dejo los términos en Pe sólos, cuadro y
sumo] obteniendo

h2(ν2 + ν′2)− 2h2νν′ cos θ = P 2
e c2 =

[
hν + mec

2
]2 − 2hν′

(
hν + mec

2
)

+ h2ν′2 −m2
ec

4 ⇒

2h2νν′ (1− cos θ) = 2mec
2h(ν − ν′) i.e.

(ν − ν′)
νν′

c = λ′ − λ =
h

mec
(1− cos θ)

por lo tanto el cambio de la longitud de onda es independiente de la longitud de
onda inicial y depende sólo del ángulo de scattering y de un parametro llamado
la longitud de onda Compton

λC =
h

mec
≈ 2π

~c
mec2

=
6.283 ∗ 1973

511000
Å = 0.02426Å

Se observó además que era posible medir en coincidencias el electrón y el fotón
de tal forma que uno pod́ıa garantizar que los procesos eran individuales y no
era un problema de que en promedio pasaba algo sino que cada proceso pod́ıa
ser entendido cómo el scattering elástico de un fotón por un electrón.

1.7 Difracción de electrones

En 1924 De Broglie propuso que los electrones teńıan caracterist́ıcas ondulato-
rias. Noto que si uno define la longitud de onda por la relación

λ =
h

p

las circunsferencias de las órbitas del modelo de Bohr correspond́ıan a un número
entero de longitudes de onda. Esto es de fácil verificación dado que si 2πr = nλ̇
y teniendo en cuenta que

p2

2m
=

Ze2

2r
=

Ze2π

nλ
=

h2

2mλ2
⇒ 1

λ
=

Ze2m2π

nh2

La enerǵıa vale

E = − p2

2m
= −Z2e4m24π2

2mn2h2
= −Z2e4m

2n2~2

que es lo que hab́ıamos obtenido. Recién despues que la mecánica cuántica
estaba bien establecida Davidson y Germer hicieron difracción de electrones por
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un cristal de niquel (usaron electrones de ∼200 eV) y obtuvieron un diagrama
similar al que se obtiene con rayos X. Esto mostro sin duda que los electrones
teńıan un comportamiento ondulatorio.

1.8 Calor espećıfico de los sólidos a bajas temperaturas

Recuerdan que por equipartición el calor espećıfico de un sistema puede es-
cribirse cómo CV = f R

2 donde f es el número de grados de libertad del sistema
mas el número de grados de libertad donde la enerǵıa potencial es cuadrática.
Esto daba para un sólido que CV = 3R. dado que cada molécula del sólido
esta sujeta a un potencial armónico en las tres direcciones. Esta es la llamada
ley de Dulong y Petit. Experimentalmente se hab́ıa observado que esta ley se
cumpĺıa en forma aproximada en los rangos de temperaturas a los que se pod́ıa
acceder a fines del siglo XIX (recordar que la licuefacción del aire se dominó en
la última década del siglo XIX y el He recien se consiguio licuar en 1908. Antes
el ĺıquido mas frio que se pod́ıa obtener eras el H que tiene una temperatura de
ebullición del orden de los 20oK). La excepción en el comportamiento del calor
especifico mas notable era el diamante que a temperatura ambiente se apartaba
muy notablemente del valor de equipartición. A cominzos del siglo XX Nernst
midió los calores esecificos de varios solidos a bajas temperaturas y encontro
que parecian ir a 0 (mas rapido que T ) cuando la temperatura se aproximaba
a 0oK. Esto lo llevo a enunciar el tercer principio. El problema era ¿que es lo
que esta mal con equipartición?

El primer modelo que permitió vislumbrar que es lo que estaba pasando fue
propuesto por Einstein (en 1907) y se basaba en la idea que todas las moleculas
vibraban con la misma frecuencia ω y que la enerǵıa asociada con cada uno de
estos vibradores no variaba en forma continua (cómo seria para un oscilador
clásico) sino solo pod́ıa estar relacionada con los multiplos enteros de esa fre-
cuencia de oscilación y que la constante de proporcionalidad era la constante
de Planck, es decir En = nhν = n~ω. Uno habla de que hay n cuántos de
oscilación.

De ahi en mas la cuenta es similar a la que realizamos con el cuerpo negro.
Podemos usar la prescripción de Bolzman y encontramos que la probabilidad
que haya n cuántos de oscilación es

Pn =
exp(−n~ω

kT )∑∞
n=0 exp(−n~ω

kT )
= (1− exp(

~ω
kT

)) exp(−n~ω
kT

)

y la enerǵıa asociada con cada oscilador será

E =
∑

EnPn = (1− exp(
~ω
kT

))
∞∑

n=0

n~ω exp(−n
~ω
kT

)

Notemos que
∑

exp(−nx) = 1
1−exp(−x) y

∑
n exp(−nx) = − d

dx [
∑

exp(−nx)] =
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exp(−x)

[1−exp(−x)]2
lo cual nos da entonces para la enerǵıa de cada oscilador

Emol =
~ω exp(− ~ωkT )
1− exp(− ~ωkT )

=
~ω

exp( ~ωkT )− 1
⇒

CV = 3N

(
∂Emol

∂T

)

V

= 3Nk

(
~ω
kT

)2 exp( ~ωkT )
[
exp( ~ωkT )− 1

]2

(recordar que para un mol es NAvogadro∗k = R. Por otro lado hay N moleculas y
cada una de ellas tiene oscilaciones en las tres direcciones espaciales). La función
que nos queda es la llamada función de Einstein

E(x) =
x2 exp(x)

[exp(x)− 1]2
con x =

~ω
kT

=
ΘE

T
⇒

CV = 3RE(x)

Esta función tiene dos limites interesantes. Si T → 0 (es decir en el limite
kt << ~ω) x es muy grande y obtenemos que el E(T ) ≈ x2 exp(−x) es decir va a
cero exponencialmente. Por otro lado en el limite T →∞ (es decir si kT >> ~ω)
x es muy pequeño y es E(x) ≈ 1 con lo que reobtenemos equipartición. Desde el
punto de vista f́ısico lo que nos ha aparecido es una escala de enarǵıa (dada por
~ω) que nos permite saber que significan altas o bajas temperaturas. En función
de kT , si es grande o pequeño comparado con la escala de enerǵıa conseguimos
que el oscilador ”se apague” (cuando es pequeña) o que este completamente
activo (si es grande). En el caso part́ıcular del diamante es ΘE muy alto (mas de
2000oK) con lo cual se observa el apartamiento de Dulong y Petit a temperatura
ambiente.

1.9 Doble ranura

Mirar los dos primeros capitulos de Feynman, Lectures on Physics, Vol. 3

2 Bases de la mécanica cuántica

2.1 Los postulados

El primer problema que tenemos es cómo especificar el estado de un sistema.
Clásicamente sabemos que debemos dar las posiciones y momentos iniciales de
las N part́ıculas. El conocimiento de la interacción nos permite, via la dinámica
(ecuaciones de movimiento), conocer el estado del sistema a cualquier tiempo
posterior. Dicho de otra forma, todo lo que se puede conocer del sistema está
contenido en la especificación del estado

En QM sabemos que no podemos conocer posición y momento al mismo
tiempo, de tal forma que no hay manera de proveer al misma información que en
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el caso clásico. Por otro lado esperamos que el estado del sistema a todo tiempo
dependa del estado inicial (que es impreciso en el sentido clásico). Sabemos
que sistemas que empiezan con el mismo estado inicial y que están sujeto a
las mismas condiciones (interacciones) nos pueden dar a tiempos posteriores
valores diferentes para varias caracterist́ıcas dinámicas (decaimiento de núcleos
por ejemplo). Sin embargo, si existe el concepto de un estado del sistema, el
estado a un tiempo posterior debe quedar completamente determinado por el
estado inicial. El primer postulado trata de poner en caja algunas de estas ideas

Postulado 1.- Existen dos amplitudes de probabilidad (complejas) ψ(qj , t)
y φ(pj , t) (que llamaremos la función de onda dependiente de la coordenada o
del momento respectivamente) que definen (cada una de ellas) completamente
el estado del sistema en el siguiente sentido: si al tiempo t las coordinadas del
sistema son medidas la probabilidad que esten entre qj y qj + dqj será

Wq(qj , t)dq1....dqn = ψ∗(qj , t)ψ(qj , t)dq

pero si lo que mido es el momento, la probabilidad que lo encuentre en el rango
entre pj y pj + dpj será

Wp(pj , t)dp1....dpn = φ∗(pj , t)φ(qj , t)dp

Dado que tanto las coordenadas (o los momentos) tiene que tener algun valor
debera ser ∫

Wq(qj , t)dq =
∫

Wp(pj , t)dp = 1

Ambas funciones deben ser acotadas, univaluadas e integrables sobre todo el
espacio.

Esto significa que esperamos que alcance con conocer la amplitud de proba-
bilidad como función de la posición o el momento para poder dar una descripción
completa,. La forma de medir la probabilidad es repetir la experiencia de medir
en ”sistemas idénticos”. La pretensión que tenemos es poder decir cuánto valen
estas funciones a todo tiempo si las conocemos a un dado tiempo. Supongamos
que tenemos una variable dinámica (F (qi)) que dependa sólo de las coordenadas
o sólo de los momentos (G(pi)). Es entonces posible evaluar su valor medio y
su dispersión (habitulamente las llamamos < F > y ∆F , que quedan definidas
por

< F >=
∫

F (qj)Wq(qjt)dq

∆F =
∫

[F (qj)− < F >]2 Wq(qjt)dq =
∫

F (qj)2Wq(qjt)dq− <F>2

< G >=
∫

G(pj)Wp(pjt)dp

∆G =
∫

[G(pj)− < G >]2 Wp(pjt)dp=
∫

G(pj)2Wp(pjt)dp− <G>2
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Postulado 2.- Las amplitudes de probabilidad ψ(qj , t) y φ(pj , t) están rela-
cionadas entre si de la forma

φ(pj , t) =
1

hN/2

∫
ψ(qj , t) exp


−i

N∑

j=1

pjqj/~


 dq

ψ(qj , t) =
1

hN/2

∫
φ(pj , t) exp


i

N∑

j=1

pjqj/~


 dp

es decir una es la transformada de Fourier de la otra. Si φ(pj , t) es una función
fuertemente localizada alrededor de algun p0 será ψ(qj , t) un tren de ondas
con longitud de onda proximo a h/p0 y en forma similar si ψ(qj , t) está muy
localizada alrededor de q0, φ(pj , t) contendra un gran número de longitudes de
onda y por lo tanto p0 tendrá una gran incerteza.

Vamos a usar este principio para evaluar el valor de expectación de ps. será

< ps >=
∫

Wp(pi, t)psdp =
1

hN/2

∫

pi

∫

qi

psφ
∗ψ exp

[
−i

∑
pjqj/~

]
dpdq

Vamos a eliminar ps integrado por partes sobre qs. Llamemos u = ψ y dv =
exp [−i

∑
pjqj ] dqs (i.e. v = − ~

ips
exp [−i

∑
pjqj ]), esto implica que

∫
udv = uv|+∞−∞ −

∫
vdu ie.

la integral sobre dqs = −φps

[
~

ips
ψ exp

[
−i

∑
pjqj

]]+∞

−∞
+

∫
~
i
φ∗

∂ψ

∂qs
exp

[
−i

∑
pjqj

]
dqs

y el primer término da cero porque ψ vale cero en ±∞. Si aplicamos de nuevo
el postulado las integrales sobre dp se nos llevan el factor que depende h que
está fuera de la integral y nos queda

< ps >=
∫

ψ∗
~
i

∂ψ

∂qs
dq

El mismo procedimiento lo podemos usar para cualquier potencia a la cual esté
elevado ps y obtenemos

< pm
s >=

∫
ψ∗

(
~
i

)m
∂mψ

∂qm
s

dq

En forma similar podŕıamos haber demostrado que

< qm
s >=

∫
φ∗

(
−~

i

)m
∂mφ

∂pm
s

dp

Esta demostración nos sugiere que si tenemos una variable dinámica F (qi, pi)
que es anaĺıtica en p y q podremos evaluar su valor de expectación y dispersión
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tanto en términos de ψ cómo de φ donde hemos hecho el reemplazo (p̂i)q = ~
i

∂
∂qs

o (q̂i)p = −~i ∂
∂ps

y por lo tanto

< F (pi, qi) >=
∫

ψ∗F̂qψdq =
∫

φ∗F̂pφdp

Postulado 3.- El valor de expectación de cualquier variable dinámica F (qi, pi)
puede ser evaluado usando cualquiera de las dos expresiones anteriores donde F̂q

es un operador lineal y hermitiano que se obtiene reemplazando pj por ~i
∂

∂qs
en

F (qj , pj) y F̂q es un operador lineal y hermiteano que se obtiene reemplazando qj

por -~i
∂

∂ps
en F (qj , pj). Vamos a ver cual es el origen de estos dos requerimientos

que acabamos de ponerle a los operadores.
Sea F̂ un operador y χ y ψ dos posibles funciones de onda. Que sea lineal

significa que

F̂ (χ + φ) = F̂χ + F̂ φ

F̂ (Cχ) = CF̂χ

para C cualquier factor multiplicativo (complejo en general). Un operador lineal
y hermitiano satisface que

∫
ψ∗F̂χdq =

∫
χ (Fψ)∗ dq

para cualquier par de funciones χ, ψ. Vamos a ver que utilidad y significado
tiene en la practica que un operador sea lineal y hermitiano. Si F̂ , Ĝ y Ĥ
son operadores de este tipo y χ, ψ son funciones cualesquiera (decentes) deben
satisfacer que

(F̂ + Ĝ)ψ = F̂ψ + Ĝψ(
F̂ Ĝ

)
ψ = F̂ (Ĝψ)

{
F̂

(
Ĝ + Ĥ

)}
ψ = F̂

(
Ĝψ

)
+ F̂

(
Ĥψ

)

y los operadores Ŝ y Â serán también lineales y hermitianos

Ŝ =
1
2

(
F̂ Ĝ + ĜF̂

)

Â =
1
2i

(
F̂ Ĝ− ĜF̂

)

Hay que notar que en general no conmutan, es decir que F̂ Ĝ 6= ĜF̂ , ex-
cepto en caso part́ıculares. Se llama el conmutador de dos operadores a C =(
F̂ Ĝ− ĜF̂

)
=

[
F̂ , Ĝ

]

Uno de los motivos fundamentales para pedir que cantidades dinámicas ob-
servables estén asociadas a operadores hermitianos es que el hecho que sean
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hermitianos garantiza que sus valores de expectación sean reales, cómo se nota
de evaluar < F > y < F >∗ . Hagamos la cuenta

< F >=
∫

ψ∗Fψdq y < F >∗=
∫

ψ(Fψ)∗dq

Si usamos en la definición de hermitiano χ = ψ vemos la realidad del valor
de expectación. El motivo de requerir que los operadores sean lineales es para
asegurar la validez del principio de superposición que establece que la suma
de dos soluciones de la ecuación que describen al sistema (con sus condiciones
de contorno) debe ser también una posible solución del sistema. (i.e. que las
ecuaciones sean lineales).

Este requerimiento tiene un origen f́ısico muy básico y está relacionado con
lo que significa realizar una medición del valor de una variable dinámica F . En
general uno tiene que dada una variable dinámica F existen un conjunto de
funciones que satisfacen la ecuación en autovalores

Fψn = fnψn

donde las funciones ψn son llamadas las autofunciones del operador F (que
consideraremos normalizadas). Es importante recordar que estás autofunciones
forman una base completa en el espacio sobre el que actua Ḟ . Podemos evaluar
el valor medio de F y verificar que nos da fn y que por otro lado su dispersión
nos da cero. Se observa experimentalmente que cuando uno mide la variable F
los unicos valores que puede obtener cómo resultado de la medición son los fn.

Si la función que describe al sistema, χ, no es una de las autofunciones de
F podemos expresarla en términos de ellas cómo

χ =
∑

n

anψn con an =
∫

χψndq y
∑

n

|an|2 = 1

y si realizamos mediciones de la variable F sobre el sistema descripto por χ lo
que observaremos son los distintos autovelores fn con probabilidad |an|2 . Por
otro lado el sistema a tiempos posteriores de la medición deja de estar en χ y
pasa a estar en el estado ψn La forma de tener en cuenta este hecho experimental
en la teoŕıa es el requerimiento que las variables dinámicas esten relacionadas
con operadores lineales (esto implica que cuando hacemos actuar F sobre χ
podamos hacerlo actuar sobre cada uno de los términos de la suma). El pedir
que el operador sea hermitiano nos garantiza que los autovalores de F sean
reales.

Es part́ıcularmente importante notar que los operadores no necesariamente
conmutan. Podemos calcular por ejemplo

[x, px] = −i~
[
x,

d

dx

]
= −i~

(
x

d

dx
− d

dx
x

)

Notemos que estos operadores actuan en general sobre una función χ(x) y por
lo tanto el segundo término nos dará − d

dx (xχ) = −χ−xdχ
dx mientras el primero
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nos da xdχ
dx de tal forma que el paréntesis vale −1 por lo que podemos escribir

[x, px] = i~

Uno puede hacer cuentas similares con las componentes del momento angular.
Es L = r ∧ p = −i~r ∧5 , es decir escribiendolo en componentes es

Lx = −i~
(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)

Ly = −i~
(

z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)

Lz = −i~
(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)

Es instructivo calcular los conmutadores y veran que es [Li, Lj ] = i~εijkLk

Llegamos ahora al punto donde debemos dar la ecuación de movimiento.
Esta ecuación nos permite evaluar la función de onda a todo tiempo si la cono-
cemos en un dado instante de tiempo. Esto requiere que la ecuación que nos de
la evolución temporal sea de primer orden en t. La ecuación que se obtiene es
la llamada ecuación de Schroedinger y es nuestro postulado 4.

Postulado 4: Las funciones de onda ψ y φ cambian en el tiempo de acuerdo
a las ecuaciones

Hqψ = i~
∂ψ

∂t

Hpφ = i~
∂φ

∂t

Por supuesto que sólo una de ellas es necesaria (la otra sale de la relación entre
ψ y φ). Esta es la ecuación de Schroedinger que constituye el centro de la
mécanica cuántica. El entendimiento del significado de la ecuación vendrá con
su utilización en caso concretos.

2.2 Algunas propiedades interesantes

a) Las propiedades ondulatorias de las part́ıculas están tenidas en cuenta por
el hecho de describirla en términos de una función de onda. (cómo se vio en la
discusión de la experiencia de Young con electrones).

b) El principio de incerteza surge matemáticamente del hecho que es posible
demostrar que

∆F∆G > 1
2
|
∫

ψ∗(FG−GF )ψdq|

y por lo tanto si los operadores relacionados con dos variables dinámicas no
conmutan no pueden ser medidas simultaneamente.

c) El principio de correspondencia: establece que uno debe recuperar el limite
clásico cuando puede despreciar a ~. Consideremos una part́ıcula moviendose
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en una dimensión. Será H = p2

2m + V (x)̇. Calculemos ahora el valor medio de x

< x >=
∫

ψ∗(x, t)xψ(x, t)dx ⇒
d < x >

dt
=

∫ [
∂ψ∗

∂t
(x, t)xψ(x, t) +

∫
ψ∗(x, t)x

∂ψ(x, t)
∂t

dx

]
dx

=
i

~

∫ [(
Ĥψ∗

)
xψ − ψ∗x(Hψ)

]
dx =

i

~

∫
ψ∗ (Hx− xH)ψdx

Calculemos ahora [H,x]. será

[H,x] =
1

2m

[
p2, x

]
= − ~

2

2m

[
∂2

∂x2
, x

]
= −~

2

m

∂

∂x
= −~

2

m

(
i

~

)
px

de tal forma que tenemos

d < x >

dt
=

< px >

m

En forma similar uno puede demostrar para cualquier operador F̂ que

d < F >

dt
=

i

~
<

[
Ĥ, F̂

]
>

y en el caso del momento nos da que

d < px >

dt
=

i

~
<

[
Ĥ, px

]
>= − <

dV (x)
dx

>

es decir la ley de Newton!!

2.3 Estados cuantizados

Vamos a ver ahora cómo es que aparecen los ”estados cuantizados” en la mécanica
cuántica. Vimos que los valores que se miden para las variables dinámicas son
sólo sus autovalores. Esto hace que sea interesante buscar las ”autofunciones” de
los operadores relacionados con distintas variables dinámicas. Vamos a hacer dos
ejemplos que desgraciadamente se nos escapan de lo que hemos estado viendo
pero que son ilustrativos para tener idea de las limitaciones de lo que hemos
dicho hasta ahora. Empecemos por el operador coordenada.La ecuación en au-
tovalores será

qsψs(q) = q0ψs(q)

lo cual implica que la función de onda debe ser cero si qs 6= q0 y en q0 debe tener
un valor tal que la integral este normalizada a uno. Esto hace que la densidad
de probabilidad se pueda escribir en términos de la llamada ”delta de Dirac”,
i.e. una ”función” que satisface

δ(q − q0) = 0 si q 6= qq0∫
δ(q − q0)dq = 1
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Busquemos ahora las autofunciones del operador px. Debe ser

−i~
∂

∂qs
ψ(qj) = p0ψ(qj) ⇒
ψ(qj) = F (qj 6=s) exp(ip0qs/~)

es decir es una onda plana que puede tener cualquier momento p0 que uno desee
(si qs va de −∞ a +∞) y que tiene una longitud de onda h/p0.

Veamos que pasa con las autofunciones de la componente z del momento
angular. Es

Lz = −i~
∂

∂ϕ
⇒ Lzψm = L0ψm con ψm = A exp(iL0ϕ/~)

Esta función es multivaluada a menos que L0/~ sea un entero. Aqúı nos
aparece por primera vez una condición de cuantificación, i.e. L0 = m~ con
= 0,±1,±2,±3, ....

Vamos a ver una situación que es interesante porque aparece seguido. Supong-
amos que encontramos que dos variables dinámicas F y G pueden ser medidas
simultáneamente siempre. Esto implica que tiene las mismas autofunciones, es
decir que tenemos para todos los valores de n que

Fψn = fnψn y Gψn = gnψn ⇒
FGψn = F (Gψn) = gnFψn = gnfnψn y
GFψn = G(Fψn) = fnGψn = fngnψn es decir
FGψn = GFψn∀n

Por lo tanto el efecto de estos dos operadores sobre cualquier función de onda
(que puede escribirse en términos de las ψn) será independiente del orden, o
dicho de otra forma estos dos operadores conmutan. Lo que hemos encontrado
es que si dos variables dinámicas pueden ser medidas suimultaneamente los op-
eradores que las representan conmutan. Se puede demostrar que esta condición
es también suficiente, es decir si dos operadores conmutan pueden ser medidos
simultaneamente y tiene autofunciones comunes.

2.4 Cuantificación de la enerǵıa

Hhab́ıamos visto que la variación temporal del valor medio de un operador
está dado por el valor de expectación de su conmutador con el Hamiltoniano.
Esto significa que si F conmuta con H su valor medio no cambia con el tiempo.
Similarmente el valor de expectación de F 2 ( y por lo tanto de la dispersión) va a
cambiar con el tiempo a menos que F y H conmuten. Por otro lado, si conmutan,
el valor de F se mantendrá en f0 y por lo tanto no tendra dispersión (ni ésta
cambiará con el tiempo), es decir será lo que se llama un estado estacionario.

Uno de los operadores que es más interesante estudiar es el mismo Hamil-
toniano. Dado que necesariamente conmuta consigo mismo, si uno está en un
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autoestado de la enerǵıa seguirá siéndolo a todo tiempo. Miremos cómo es la
ecuación en autovalores que tenemos. Debe ser

Hψn(qj , t) = Enψn(qj , t)

pero por la ecuación de Schroedinger sabemos que

Hψn(qj , t) = i~
∂

∂t
ψn(qj , t) ⇒ i~

∂

∂t
ψn(qj , t) = Enψn(qj , t) y por lo tanto

ψn(qj , t) = u(qj) exp(−iEnt/~)

es decir toda la dependencia temporal está en la exponencial y la función u(qj)
debe satisfacer una ecuación independiente del tiempo (llamada la ecuación de
Schroedinger independiente del tiempo) que para el caso de una sola part́ıcula
se reduce a

− ~
2

2m
∇2u + (V − E)u = 0

Vale la pena mirar con cuidado las caracterist́ıcas de las soluciones de está
ecuación para un potencial simple. Es evidente que la función de onda debe
ser continua y si no hay potenciales singulares su derivada debe también serlo.
Supongamos que tenemos un potencial que valga V = −V0δ(x). En este caso
puedo hacer una primera integral de la ecuación de Schroedinger entre ε y −ε y
obtengo (no escribo los terminos que van a cero cuando ε va a cero)

u′(ε)− u′(−ε) +
2m

~2
V0u(0) = 0

la cual nos a el valor de la discontinuidad de la primera derivada de U donde
actua la interacción singular.

Estudiemos ahora un sistema en una dimensión, que para los x negativos
y grande tiene un potencial constante V−(positiva). que para los x positivos y
grandes el potencial es otra constante V+ (también positiva y distinta de V−) y
que en la zona del origen es aproximadamente otra constante −V0 (con V0 pos-
itiva). En principio para cualquier enerǵıa tenemos dos soluciones linealmente
independientes a las cuales hay que exigirles que satisfagan las condiciones de
contorno. Las funciones de onda que podemos obtener son de dos tipos: o
funciones de onda cuadrado integrable o funciones que sean oscilantes con una
cierta longitud de onda, que puede ir cambiando pero que cuando la coordenada
sea tan grande que el potencial se acerque a los V± sean de buen momento. Ten-
emos cuatro regiones de enerǵıas: la primera si E < −V0, la segunda entre−V0

y la menor de V±, la tercera entre ellas y la cuarta por arriba de la mayor
de ambas. Vamos a mirar con cuidado cómo son las soluciones en las distin-
tas zonas. Es útil pensar cómo haŕıa uno para integrar numéricamente esta
ecuación. Para valores muy grandes del |x| donde E sea menor que el V (x0)
(que en esa zona es constante) nos da que la función de onda u debe ser del

tipo u(x) ∝ exp
[
−

√
2m|V (x0)−E|

~2 x

]
. Si tenemos por otro lado que E es mayor
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que el V (x0) la solución que obtenemos es oscilante, es decir obtenemos que

u(x) ∝ cos
[√

2m|V (x0)−E|
~2 x + δ

]
. En cualquier caso es

[
d2u

dx2

]

x0

= lim
ε→0

u(x0 + ε) + u(x0 − ε)− 2u(x0)
ε2

Notar que si hacemos ε pequeño pero finito (no infinitesimal) la ecuación nos
da la función de onda en un punto si la conocemos en otros dos, por ejemplo

u(x0 − ε) = −u(x0 + ε) + 2u(x0) +
2m

~2
ε2 [V (x0)− E]

Para los valores grandes de |x| pero próximos a la zona donde el potencial
deja de ser constante podemos usar las soluciones de las cuales hable antes para
evaluar u(x0) y u(x0 + ε) y a continuación usar la aproximante de la derivada
segunda para ”tejer” numericamente la solución y calcularla en principio en
todo el espacio. Veamos que es lo que pasa en cada una de las cuatro zonas.

a) E < −V0. La curvatura de la función de onda u tiene siempre del mismo
signo lo cual hace que diverga en ±∞ y por lo tanto no es del tipo de funciones
de onda admisibles (acotadas u oscilantes), no hay soluciones.

b) E > −V0 y menor que el menor de V±. Empiezo ”tejiendo” desde por
ejemplo los x positivos. Se encuentra que sólo para algunas enerǵıas part́ıculares
la función de onda no diverge en los x negativos y grandes. Las enerǵıas donde
esos pasan están cuantificadas y son los autovalores del Hamiltoniano. De esta
forma aparecen los estados cuantificados. Notar que hay una sola solución sólo
para esas enerǵıas, en eso se nos transformaron las dos soluciones linealmente
independientes que en principio teniamos (la otra no es convergente por eso nos
desaparece)

c) E entre V+ y V−. Empezamos del lado donde está el mayor de los dos
potenciales. Ah́ı la solución es cómo la discutimos antes y vemos que podemos
tejer hasta |x| muy grande y del otro lado y nos parece una solución oscilante.
Existe un sólo estado para cada enerǵıa (el otro es divergente del lado donde
empezamos).

d) E mayor que el mayor de V±. En este caso empiezo por ejemplo en los x

positivos y grandes con una solución del tipo u = cos
[√

2m|V (x0)−E|
~2 x

]
y si tejo

hasta los x negativos y grandes obtengo una solución oscilante lo cual implica
que ese estado es un autoestado de ese Hamiltoniano. Habria obtenido otra

solución oscilante si hubiese empezado con u = sin
[√

2m|V (x0)−E|
~2 x

]
lo cual

nos muestra que hay dos soluciones decentes a esa enerǵıa.
Vemos entonces que la aparición de estados cuantificados está asociada con

la existencia de los llamados estados ligados que tienen sólo algunas enerǵıas
permitidas en la región de enerǵıas donde el potencial es negativo (si ponemos
el cero en el infinito)
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2.5 Conservación de la probabilidad y corriente

El primer postulado establećıa que Π =
∫

ψ∗ψdNq debia ser igual a uno. Por
otro lado la ecuación de Schroedinger nos dice como vaŕıa ψ con el tiempo. Debe-
mos demostrar que estos dos hechos son consistentes. Evaluemos la derivada
temporal de la probabilidad integrada. Es

∂Π
∂t

=
∂

∂t

∫
ψ∗ψdNq

=
∫ (

∂ψ∗

∂t
ψ + ψ∗

∂ψ

∂t

)
dNq

=
i

~

∫
[(H∗ψ∗)ψ − ψ∗(Hψ)] dNq = 0

debido a que el Hamiltoniano es hermitiano.(una vez mas aparece la importan-
cia de este requerimiento). Consideremos ahora el comportamiento temporal
de la densidad de probabilidad si el hamiltoniano es del tipo H = − ~2

2m∇2 +
V (x, y, z). Haciendo el mismo procedimiento que use para la probabilidad in-
tegrada obtengo que

∂W

∂t
=

i

~
[(H∗ψ∗)ψ − ψ∗(Hψ)]

y usando la forma explicta del Hamiltoniano lo puedo escribir como

∂W

∂t
− i~

2m

[
ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗)

]
= 0

o en forma equivalente

∂W

∂t
−∇• i~

2m
[ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)] = 0

La cantidad S = − i~
2m [ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)] puede ser considerado como el vector

corriente de probabilidad cuya integral sobre una superficie cerrada es igual a la
derivada temporal del cambio de probabilidad en ese volumen. Notar que − i~

m∇
es el operador para la velocidad de la part́ıcula. Podemos escribir una ecuación
de continuidad en la forma usual, i.e. ∂W

∂t +∇ • S = 0

3 Oscilador armonico

Este es el sistema con el que Heisenberg comenzo con la mecanica cuantica y es
uno de los que mejor ilustra las caractersticas de una descripción cuantica.. El
Hamiltoniano es

H =
p2

2m
+

1
2
kx2 ⇒ Ĥ = − ~

2

2m

∂2

∂x2
+

1
2
kx2
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y la ecuación e Schroedinger sera

Ĥψn = i~
∂ψn

∂t
= Enψn

Podemos hacer el reemnplazo

ψn(x, t) = un(x) exp [−iEnt/~]

donde las funciones un(x) satisfacen

− ~
2

2m

d2un

dx2
+

(
1
2
kx2 − En

)
un = 0

y sabemos que estas funciones forman una base completa en la que podemos
expandior cualquier función de la variable x. La receta para encontrar las solu-
ciones de este tipo de ecuaciones es mas o menos siempre la misma y tiene los
siguientes ingredientes

a) escribir la ecuación de una forma adimensional (es decir aislar los aramet-
ros de tamaño y de enerǵıa que le den una forma mas simlpe).

b) Determinar el comportamiento asintotico para x → ±∞
c) pasar a una función de onda que sea el producto de la asintotica por una

nueva.
d) Encontrar la forma de esta nueva función de onda suponiendo que es una

serie de potencias.
e) Encontrar para que enerǵıas la función de onda satisface realmente las

condiciones de contorno en el infinito (es decir que sea convergente).
Hagamos este procedimiento paso a paso:
a) Introducimos ξ = αx ⇒

−~
2α2

2m

d2un

dξ2
+

(
kξ2

2α2
− En

)
un = 0 ⇒ d2un

dξ2
+

[
2Enm

~2α2
− km

~2α4
ξ2

]
= 0

Si definimos
α4 =

km

~2
y λn =

2Enm

~2α2
=

2En

~
√

k/m
=

2En

~ω

donde ω =
√

k/m es la frecuencia del oscilador armonico (clasico), la ecuación
nos queda reducida a

d2un

dξ2
+

(
λn − ξ2

)
un = 0

b) Comportamiento asintotico: para |x| → ∞ podemos despreciar el termino
que contiene λn frente al termino con ξ2 y la solución para ξ grande es u∞ =
exp(±ξ2/2) dado que

d2u∞
dξ2

= ξ2 exp(±ξ2/2)± exp(±ξ2/2)
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y el segundo termino es del mismo orden que el que despreciamos en la ecuación
(λn)̇. Tenemos por otro lado que la solución con signo mas en la exponencial
no es aceptable, con los que nos queda una sola solución que es del tipo

un(ξ) = Nn exp(−ξ2/2)Hn(ξ)

c) Tenemos que escribir ahora la ecuación que deben satisfacer las funciones
Hn(ξ). Usando que

d2u∞Hn(ξ)
dx2

= Hn(ξ)
d2u∞
dx2

+ 2
du∞
dx

dHn(ξ)
dx

+ u∞
d2Hn(ξ)

dx2

= exp(−ξ2/2)
[(

ξ2 − 1
)
Hn − 2ξ

dHn(ξ)
dx

+
d2Hn(ξ)

dx2

]

es
d2Hn(ξ)

dx2
− 2ξ

dHn(ξ)
dx

+ (λn − 1) Hn(ξ) = 0

d) Supongo que Hn(ξ) =
∑

k akξk y reemplazo en la ecuación para obtener
una relación de recurrencia de los coeficientes ak .Es

0 =
∑

k

[
k(k − 1)akξk−2 − 2kakξk + (λn − 1)akξk

]
=

=
∑

s

[(s + 2)(s + 1)as+2 − 2sas + (λn − 1)as] ξs ⇒

as+2 = as
(−λn + 1 + 2s)
(s + 2)(s + 1)

→s→∞≈ 2as/s

de tal forma que por un lado la serie queda definida una vez que λn es conocido
y por otro lado converge para todo valor de ξ finito.

e) La serie para valores grandes de s converge a exp
[
ξ2

]
cómo se puede

verificar expandiendo esta función, i.e.

exp
[
ξ2

]
=

∑

k

ξ2k

k!
⇒ as+2/as = 2/s

y por lo tanto la función un(ξ) converge para todo ξ finito y grande a exp ξ2

lo cual hace que la función de onda total sea divergente. La unica salida que
nos queda es que la serie se corte lo cual nos dice que solo conseguimos el
comportamiento asintotico correcto si

λn = 2n + 1 con n = 0, 1, 2....

La solución polinomica de la ecuación son los llamados polinomios de Hermite.
Uno puede hallar estos polinomios a partir de las relaciones de recurrencia
que escribimos o puede mirar en libros de funciones especiales cuales son sus
propiedades. Una forma util de escribir estos polinomios es

Hn(ξ) = (−1)n exp ξ2 dn exp(−ξ2)
dξn
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El uso de esta definición y la ecuación diferencial (con λn = 2n+1) nos permite
escribir las relaciones de recurrencia de estos polinomios

dHn(ξ)
dξ

= 2ξHn(ξ)−Hn+1(ξ)

Hn+1(ξ)− 2ξHn(ξ) + 2nHn−1(ξ) = 0
dHn(ξ)

dξ
= 2nHn−1(ξ)

3.1 Niveles de enerǵıa y funciones de onda

Hemos encontrado que el sistema solo tiene permitidas enerǵıas En dadas por

En = ~ω(n + 1/2) donde ω =
√

k/m

y sus funciones de onda estan dadas por

un(x) = Nn exp(−x2/2b2)Hn(x/b) donde b = 1/α

donde b es el parametro de tamaño en termino el cual se miden las longitudes.
Para evaluar la cosntante de normalización conviene mirar tablas de integrales
y se obtiene

∫
u2

n(x)dx = N2
n

∫
H2

n(ξ) exp(−ξ2)dx = N2
n

√
π2nn! ∗ b = 1 ⇒

Nn =
[√

π2nn!b
]−1/2

donde la integral de los cuadrado de los Hermites por la gausiana la saque de
una tabla de funciones especiales. Las primeras funciones de onda escritas en
forma explicitas son

u0(x) = N0 exp(−x2/2b2)

u1(x) = N12
x

b
exp(−x2/2b2)

u2(x) = N2(4
x2

b2
− 2) exp(−x2/2b2)

u3(x) = N3(8
x3

b3
− 12

x

b
) exp(−x2/2b2)

Hay varias caractersiticas de estas funciones de onda que vale la pena resaltar:
a) El número de nodos (es decir el número de puntos donde la función de

onda vale cero) de estas funciones de onda va creciendo con n. Para n = 0
la función de onda no tiene nodos. Para n = 1 tiene un nodo y se puede
verificar que dado que los polinomios de Hermite son polinomios de orden n
tienen en geral n nodos (no es trivial que los ceros de los Hermites sean reales,
pero lo son). Se ve que a medida que la enerǵıa del estado crece deben crecer
la enerǵıa cinetica y potencial media. La enerǵıa cinetica esta relacionada con
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”la curvatura” de la función de onda de tal forma que cuando crece la energia
cinética la función de onda tiene que tener mas curvatura.

b) La función de onda (y por lo tanto la probabilidad) tiene dos zonas bien
diferenciadas: la zona central donde hay un conjunto de oscilaciones y la zona
asintotica donde la función de onda cae abruptamente. Uno puede ver si mira
la función de onda cuidadosamente que la zona donde estan las oscilaciones
corresponde a la zona de accesibilidad clásica y la zona donde decae a la zona
donde clásicamente no podria penetrar.

c) Uno puede preguntarse cómo se verifica el principio de correspondencia,
es decir cómo es que cuando n → ∞ nos acercamos a la descripción clásica.
Para eso es conveniente considerar el siguiente problema clásico: ¿Cual es la
probabilidad de encontar al oscilador clasico alrededor del punto x si no cono-
cemos las condiciones iniciales? La probabilidad esta relacionada con el tiempo
que el sistema pasa en el intervalo ∆x comparado con el semiperiodo, es decir

P (x) =
2
T

∆t =
2
T

∆x

v(x)
y si

x = x0 cosωt ⇒ v(x) = x0ω sin ωt = x0ω

√
1−

(
x

x0

)2

⇒

P (x) =
2

Tω

∆x

x0

1√
1−

(
x
x0

)2
=

1
π

∆x

x0

1√
1−

(
x
x0

)2

Dado que
∫ 1

−1
dξ√
1−ξ2

= π vemos que esta probabilidad esta bien normalizada.

Es interesante verficar que las funciones de onda del oscilador armonico que
hacabamos de calcular nos dan una probabilidad que cuando n → ∞ tienen a
esta probabilidad clásica.

d) Podemos utilizar el principio de incerteza para realizaar una estimación
de la enerǵıa del estado fundamental. Por incerteza sera ∆x∆p ≈ ~

2 . Dado
que las contribuciones de x2 y p2 en el valor medio de la enerǵıa pueden ser
reemplazados por (∆x)2 y (∆p)2 respectivamente podemos estimar que

< H >≈ 1
8m (∆x)2

+
k (∆x)2

2

Podemos ahora determinar ∆x minimizando el valor de expectación de < H >,
lo cual nos da que ∆x = b2

2 y por lo tanto < H >= ~ω
2 que es el valor correcto.

3.2 Efecto de x y p sobre las autofunciones del HO.

Es tambien interesante evaluar los efectos del operador coordenada y momento
cuando actuan sobre cualquier autoestado del HO. Podremos tambien evaluar
el efecto de ellos y sus potencias (para aprender a jugar con ellos) usando las
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relaciones de recurrencia. Vamos a ver el efecto de actuar con d
dξ sobre una

autofunción del HO. Es

dun

dξ
= NnHn

d exp(−ξ2/2)
dξ

+ Nn exp(−ξ2/2)
dHn

dξ

= −NnHnξ exp(−ξ2/2) + Nn exp(−ξ2/2) [2ξHn −Hn+1]
= NnHnξ exp(−ξ2/2)−Nn exp(−ξ2/2)Hn+1

= ξun − Nn

Nn+1
un+1 y dado que

Nn

Nn+1
=

√
2(n + 1) es

dun

dξ
= ξun −

√
2(n + 1)un+1

Si uso la otra relación de recurrencia en el segundo renglon de la ecuación
anterior me queda

dun

dξ
= NnHn

d exp(−ξ2/2)
dξ

+ Nn exp(−ξ2/2)
dHn

dξ

= −NnHnξ exp(−ξ2/2) + Nn exp(−ξ2/2)2nHn−1

= −ξun + 2n
Nn

Nn−1
un−1 y dado que

Nn

Nn−1
=

√
1
2n

es

dun

dξ
= −ξun +

√
2nun−1

Si sumo y resto estas dos ecuaciones obtengo

dun

dξ
= −

√
(n + 1)

2
un+1 +

√
n

2
un−1

ξun =

√
(n + 1)

2
un+1 +

√
n

2
un−1

Para calcular el efecto de la coordenada y el momento recordemos que x̂ = bξ y
p̂ = −i~ d

dx = − i~
b

d
dξ de tal forma que

p̂un =
i~
b

[√
(n + 1)

2
un+1 −

√
n

2
un−1

]

x̂un = b

[√
(n + 1)

2
un+1 +

√
n

2
un−1

]

Hay varios resultados que vale la pena explicitar que surgen de la cuenta que
acabamos de hacer:

a) Utilizando las expresiones anteriores es evidente que
(

x̂

b
− ibp̂

~

)
un = 2

√
(n + 1)

2
un+1 =

√
2a+un

(
x̂

b
+

ibp̂

~

)
un = 2

√
n

2
un−1 =

√
2aun
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Hemos definido aqui el operador a+ = 1√
2

(
x̂
b − ibp̂

~

)
y su conjugado hermitico

a. Se puede calcular el conmutador de estos dos operadores. Es

[a, a+] = − i

~
[x̂, p̂] = 1

El operador a+ nos permite obtener expliciamente todos los autoestados del
oscilador armonico a partir del fundamental. Vemos que

1√
n!

(
a+

)n
u0 = un

Vemos entonces que el operador a+ no lleva del estado de n cuántos al de n+1
y el operador a nos lleva del de n a n-1 cuántos. A estos operadores se los llama
operadores de creación y destrcción de cuántos del HO.

b) Es instructivo verificar explicitamente que

(p̂x̂− x̂p̂)un = i~un

c) Por otro lado

x̂2un = bx̂

[√
(n + 1)

2
un+1 +

√
n

2
un−1

]
=

b2

[√
(n + 1)

2
(n + 2)

2
un+2 +

√
n

2
(n− 1)

2
un−2 + (n +

1
2
)un

]

p̂2un = p̂
i~
b

[√
(n + 1)

2
un+1 −

√
n

2
un−1

]
=

−~
2

b2

[√
(n + 1)

2
(n + 2)

2
un+2 +

√
n

2
(n− 1)

2
un−2 − (n +

1
2
)un

]

d) Si queremos ver el efecto del Hamiltoniano actuando sobre un vemos que
H = p2

2m + k
2x2. Los estados un±2 vienen entonces multiplicados por

− ~2

2mb2
+

k

2
b2 = 0 dado que b4 =

~2

mk

Por otro lado el termino en un viene multiplicado por

~2

2mb2
+

k

2
b2 =

~2
√

mk

2m~
+

~√
mk

k

2
= ~

√
k

m
= ~ω

y por lo tanto verificamos que

Ĥun = ~ω
(

n +
1
2

)
un
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Podriamos haber hecho esta cuenta utilizando los operadores de creacion y
aniquilacion que definimos. Podemos escribir,

x̂ =
b√
2

(
a+ + a

)

p̂ =
i~

b
√

2

(
a+ − a

)

y por lo tanto

x̂2 =
b2

2
(
a+a+ + aa + 2a+a + 1

)

p̂2 =
− (~)2

2b2

(
a+a+ + aa− 2a+a + 1

)

Ĥ = ~ω
(

a+a +
1
2

)

Esto nos muestra que el operador a+a es el contador de cuántos del HO.
e) Podriamos tambien calcular en forma simple (ahora que vimos los efectos

de p̂2 y x̂2 sobre un) las dispersiones de estos operadores. Vemos que si actuamos
sobre autoestados sera < x >=< p >= 0) y

< p2 >=
~2

b2
(n +

1
2
)

< x2 >= b2(n +
1
2
)

de tal forma que

∆p∆x = ~(n +
1
2
)

Notemos que tanto el operador coordenada comno el operador momento
cuando actuan sobre el autoestado un solo nos llevan a los autoestados un±1

Esto nos sugiere representar al efecto de los operadores por matrices cuyos unicos
elementos no nulos son por ejemplo

xn,n±1 =
∫

unx̂un±1dx = b

√
n>

2

pnn+1 =
i~
b

√
(n + 1)

2
y pn,n−1 = p∗n−1,n

es decir son representados por matrices hermiteanas. Para calcular las potencias
podemos o usar un metodo similar al utllizado anteriormente o simplemente
multiplicar las matrices que los representan. Por ejemplo

x2
n,m =

∑
s

xn,sxs,m = (xn,n−1 ∗ xn−1,n + xn,n+1xn+1,n) δmn +

δn+2,mxn,n+1 ∗ xn+1,n+2 + δn−2,mxn,n−1 ∗ xn−1,n−2

que nos da lo mismo que habiamos obtenido previamente.
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3.3 Paridad

Las funciones de onda que hemos obtenido tienen una caracterist́ıca muy llama-
tiva y es que son funciones de paridad bien definida. Los polinomios de Hermite
solo contienen potencias pares o potencias impares (dado que la relación de re-
currrencia nos relaciona a an+2 con an. Debido a esta caracterist́ıca los valores
de expectación tanto de x cómo de p son nulos. Esto nos lleva a preguntarnos
si esto ha sido una casualidad o hay algo que hemos perdido (y vamos a ver
que es esto último). Supongamos que el hamiltoniano es invariante frente a un
cambio de signo de la coordenada, es decir que sea H(x) = H(−x). En este caso
podemos definir un operador paridad cuyo efecto sobre la función de onda sea
cambiar el signo de x. Vemos que tiene las siguientes propiedades

a) R̂u(x) = u(−x)
b) R̂ corresponde a una reflexion de u(x) en el plano x = 0
c) R̂ es un operador lineal y hermitiano, es decir

R̂(u + v) = R̂u + R̂v por ser lineal∫ ∞

−∞
u∗(x)

[
R̂v(x)

]
dx =

∫ ∞

−∞
u∗(x)v(−x)dx =

∫ −∞

∞
u∗(−x)v(x)d(−x)

−
∫ −∞

∞
u∗(−x)v(x)dx =

∫ ∞

−∞
v(x)

[
R̂u∗(x)

]
dx

que muestra es hermitiano.
d) Hay que notar que este observable no tiene analogo clásico. El obserbable

es lo que se llama la paridad de un estado.
e) Podemos ver los únicos autovalores posibles son ±1. Sea R̂v(x) = R0v(x)

de tal forma que si actuo dos veces obtengo R̂2v(x) = R2
0v(x) = v(x) y cómo

debe ser real es R0 = ±1
f) Las autofunciones de R̂ deben ser funciones pares o impares de la coorde-

nada.
f) Si H(x) = H(−x) esto implica que R̂ y H conmutan cómo se puede

verficar trivialmente

R̂H(x)u(x) = H(−x)u(−x) = H(x)u(−x) = H(x)R̂u(x) ⇒(
R̂H −HR̂

)
u(x) = 0

por lo tanto la paridad de un estado no cambia con el tiempo si H(x) = H(−x)
h) Dado que H y R̂ conmutan podemos encontrar funciones de onda simul-

taneas de ambos. Esto significa que cuando un sistema tiene funciones de onda
no degeneradas (es decir que no hay varias de la misma enerǵıa) necesariamente
tienen que tener paridad bien definida. Por otro lado si hay varias funciones
de onda que tienen la misma enerǵıa podremos elegir combinaciones lineales de
ellas de tal forma que la paridad este bien definida.
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4 Otros problemas unidimensionales

4.1 Pozo infinito

Consideremos que el potencial vale cero si 0 < x < a e infinito fuera de este
intervalo. En este caso la ecuación de Schroedinger en ese intervalo será

d2u

dx2
− k2u = 0

con k2 = 2mE
~2 . La función de onda deberá anularse fuera de ese intervalo.

Las soluciones de esta ecuacion para 0 < x < a son del tipo u = Asin(kx) +
Bcos(kx). Dado que la función de onda debe anularse en 0 y en a, las soluciones
deban ser del tipo u = A sin(nπx

a ) con n = 1, 2...lo cual significa que k debe tener
solo algunos valores particulares, es decir k = nπ

a . Esto nos a que las posibles
autoenerǵıas del sistema están dadas por E = 1

2m (nπ~
a )2. La constante de

normalización vale A =
√

2
a .

Este problema tambien lo podriamos haber planteado haciendo que el poten-
cial valiese cero si |x| < a

2 e infinito afuera, es decir introduciendo una variable
y = x − a

2 . En ese caso las funciones de onda seŕıan u = A sin(nπ(y+ a
2 )

a ) =
A sin(nπy

a + nπ
2 ). Estas funciones corresponden a funciones del tipo sin o cos de-

pendiendo de la paridad de n. Por lo tanto nos da funciones que tienen paridad
bien definido. Serán de paridad + si n es impar y de paridad - si n es par.

4.2 Pozo cuadrado

Consideremos que el potencial vale V(x)=0 si x < |a| y −V0 si |x| > a
Defino de la forma habitual los parametros que tienen que ver con el mo-

mento i.e.

k2 =
2mE

~2
y q2 =

2m(E + V0)
~2

y por lo tanto la función de onda en cada una de las tres zonas vale

uI(x) = exp(ikx) + R exp(−ikx)
uII(x) = A exp(iqx) + B exp(−iqx)

uIII(x) = T exp(ikx)

El flujo entrante vale ~k
m , el reflejado ~k

m |R|2 y el transmitido ~k
m |T |2 y en el

medio vale ~k
m (|A|2 − |B|2)

La forma de resolverlo es empalmando las funciones y sus derivadas en x=±a
(continuidad de la función y su derivada) i.e.

exp(−ika) + R exp(ika) = A exp(−iqa) + B exp(iqa)
ik [exp(−ika)−R exp(ika)] = iq [A exp(−iqa)−B exp(iqa)]

A exp(ika) + B exp(−iqa) = T exp(ika)
iq [A exp(ika)−B exp(−iqa)] = ikT exp(ika)
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Este es un sistema de ecuaciones lineles (inhomogeneo) de cuatro ecuaciones
con cuatro incognitas de tal forma que estamos seguros que es soluble. Hay que
hacer un poco de algebra y sale que

R =
i exp(−2ika)(q2 − k2) sin 2qa

2kq cos 2qa− i(q2 + k2) sin 2qa

T =
2kq exp(−2ika)

2kq cos 2qa− i(q2 + k2) sin 2qa

Si E À V0 es evidentemente 2kq = 2
√

2mE
~2

2m(E+V0)
~2 À q2 − k2 = 2mV0

~2 y por
lo tanto no hay practicamente reflección.

Una situación interesante es cuando sin 2qa = 0 que corresponde a qa = nπ
2

caso en el que no hay reflección y que nos da una enerǵıa E = −V0 + ~2n2π2

8ma2

es decir a enerǵıas respecto del fondo del pozo iguales a los niveles del pozo
infinito.

La siguiente situación que es interesante es cuando E < 0.̇ En este caso
la función de onda en las regiones I y III tiene que decaer exponencialmetne
(discutir) con x, i.e. uI(x) = CI exp(−κx) y uIII(x) = CIII exp(−κx) donde
κ2 = 2m|E|

~2 . Dentro del pozo sera mas conveniente en lugar de usar exponenciales
usar funciones sin y cos porque sabemos que dada la simetria del problema
la paridad sera buena, por lo que nos conviene usar para uII(x) = A sin qx +
B cos qx donde cómo siempre q2 = 2m(E+V0)

~2 = 2m(V0−|E|)
~2 De nuevo el trabajo

que tenemos que hacer es usar la continuidad de la función de onda y su derivada
en x = ±a lo cual nos da

CI exp(−κa) = (A cos qa−B sin qa) (A)
−κCI exp(−κa) = q(A sin qa + B cos qa) (B)
CIII exp(−κa) = (A cos qa + B sin qa) (C)

−κCIII exp(−κa) = −q(A sin qa−B cos qa) (D)

dividiendo (B) por (A) y (D) por (C) obtengo κ en función de q, A y B,i.e.

κ = q
A sin qa−B cos qa

A cos qa + B sin qa
= q

A sin qa + B cos qa

A cos qa−B sin qa

La igualdad de los dos terminos implica −AB = AB y por lo tanto debe ser
A = 0 o B = 0 , es decir que nos sale que las soluciones tienen paridad bien
definida cómo habiamos imaginado.

Esta ecuación define cuales son las enerǵıas posibles (notar que cómo siempre
nos entran via las condiciones de contorno, i.e. por haber exigido que solo existan
fuera del pozo las soluciones que tienden a cero en el infinito). La estructura de
las ecuaciones es distinta para la soluciones pares e impares.

Nos sale que para A = 0 (soluciones odd) es κ = −q cot qa
B = 0 (soluciones even) es κ = q tan qa

Estas ecuaciones se resuelvan numericamente. Para tener una idea grafica
conviene elegir las variables en terminos de las cuales uno grafica. Es natural
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usar y = qa y llamar λ = 2mV0a2

~2 con lo que puedo escribir κ2a2 = 2ma2

~2 |E| =
2ma2

~2 [V0 + (|E| − V0)] = λ− y2 y por lo tanto la ecuación para el caso even nos
queda √

λ− y2

y
= tan y

Tienen sentido las soluciones en las
√

λ− y2 1 0 donde debemos recordar que
λ describe al potencial (notar que lo unico que realmente importa no es la
profundidad si no el producto V0a

2)

Notar que (mirar los dibujos de las ecuaciones trascendentes):
1) si λ es muy grande las soluciones van a ser basicamente y ≈ (n+1/2)π/2

que nuevamente corresponden al pozo cuadrado infinito (las soluciones even)
2) A medida que λ se agranda existen mas estados ligados.
3) Por chico que sea λ existe una solución!!!

Soluciones impares: la ecuación es ahora
√

λ−y2

y = − cot y. Esto significa que

habra soluciones solo si λ 1 (π
2 )2 (donde la cot es negativa) i.e. si 2mV0a2

~2 1 (π
2 )2

4.3 Barrera de potencial

Consireramos que el potencial vale V0 > 0 si 0 < x < a y cero para los otros
valores de la coordenada. Vamos a estudiar solo el caso E ≤ V0. Dentro de la
barrera la ecuación es

d2u

dx2
+

2m

~
(E − V0)u = 0 o sea

d2u

dx2
− κ2u = 0 con κ =

√
2m

~
(V0 − E)

uI(x) = exp(ikx) + R exp(−ikx)
uII(x) = A exp(κx) + B exp(−κx)

uIII(x) = T exp(ikx)

Notar que las soluciones son las mismas que las de la barrera si hacemos el
cambio iq → κ o sea en las expresiones que hab́ıa obtenido para R y T debo
cambiar q → −iκ Hay que tener en cuenta que sin ix = i sinhx ycos ix = coshx
por lo tanto

R =
exp(−2ika)(κ2 + k2) sinh κa

2ikκ cosh 2κa− (κ2 − k2) sinh 2κa

T =
2kκ exp(−2ika)

2kκ cosh 2κa− i(κ2 − k2) sinh 2κa

y nos queda

|T |2 =
(2kκ)2

(2kκ)2 + (κ2 + k2)2 sinh2 2κa
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y por lo tanto hay transmisión aún cuando la enerǵıa sea menor que el alto
de la barrera, esto es lo que se llama efecto tunel. Cuando κa es grande es

|T |2 ≈
[

4kκ
κ2+k2

]2

exp(−4κa), notar que aparte del factor previo a la exponencial
que es del orden de uno es el cociente de la función de onda ”convergente” entre
los dos bordes de la barrera. Si tenemos dos barreras la transmisión sera el
producto de las transmiciones, de tal forma que si tenenemos una barrera con
forma complicada podemos escribir

ln |Ttotal|2 =
∑

barreras
parciales

ln |Tparcial|2 = −2
∑

∆xκ(x) ≈ −2
∫

barrera

dx

√
2m

~2
(V (x)− E)

Este mismo resultado se obtiene haciendo las cuentas con mas cariño (WKB)
y es de gran importancia para calcular transmisiones de barreras tales cómo la
que hay en el caso nuclear donde el potencial para la transición de una part́ıcula
α tiene el apsecto del dibujo, i.e. la parte importante desde el punto de vista del
tunneling es la barrera coulombiana. Lo notable es que esto ajusta muy bien la
dependencia de los datos experimentales con las enerǵıas y los Z de los núcleos.

4.4 Paquetes de onda

Un paquete de onda es la superposición de ondas con momento proximo al mo-
mento medio con un cierto ancho en momentos y tambien con un cierto tamaño
espacial. Una representación razonable para esto es el paquete gaussiano, i.e.

ψ(x) = A exp(−(x− x0)2/2a2) exp(ip0x/~)

.Este paquete tiene la minima incerteza (∆x∆p = ~/2). Si normalizamos la
función de onda es |A| = 1

a
√

π
y

φ(p) =
√

a√
π~

exp
[
(p− p0)2a2/2~2

]
exp [−i(p− p0)x0/~]

con
< x >= x0;< p >= p0; (∆x)2 = a2/2; (∆p)2 = ~2/2a2

¿Que pasa con la dependencia temporal? Sabemos que para una onda plana
es ψ(x, t) = A exp [ipx/~] exp

[
− ip2t

2m~

]
de tal forma que cuando superponemos

ondas planas nos dara

ψ(x, t) =
1√
h

∫ ∞

−∞
φ(p) exp [ipx/~] exp

[
− ip2t

2m~

]
dp

de tal forma que a t = 0 nos da el paquete gaussiano. Esta integral se hace
cómo siempre completando cuadrados en la exponencial y el resultado final, que
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es lo que nos interesa nos da

ψ(x, t) =
1√√

π(a + i~t
ma )

exp
[
i(

p0x

~
− p2

0t

2m~
)
]

exp−

 (x− x0 − p0t/m)2(1− i~t

ma )

2
(
a2 +

[ ~t
ma

]2)



es decir
a) basicamente nos da una gaussiana cuyo centro se mueve con velocidad

uniforme
b) El ancho de la gaussiana va cambiando con el tiempo , pero es interesante

para entender que es lo que pasa evaluar el cambio del ancho, para lo cual hay
que hacer números. Tenemos que dar valores tipicos para a por ejemplo. En
un acelearador tipo Fermi Lab. al ancho de los pulsos es del orden de un metro
i.e. a ≈ 1m. Supongamos que la part́ıcula que estamos mirando son electrones
(mc2 ≈ 1000MeV ) por lo tanto

~
ma

=
~c

mc2 a
c

≈ 200MeV fm

1000MeV ∗ 1015fm
3 ∗ 1023fm/sg = 6 ∗ 107fm/seg

luego para tiempos del orden de 108seg el ensanchamiento llega a ser del orden
de a!!! Notar que en general el tiempo que hay que esperar para que se produzca
ese ensanchamiento es

ct ≈ mca2

~
=

a2

400fm

4.5 La part́ıcula libre en tres dimensiones

La ecuación de Schroedinger sera ahora - ~
2

2m∇2u − Eu = 0. La forma mas
smple de rsolverlo es en cartesioans por lo que ensayamos para x(x, y, z) =
X(x)Y (y)Z(z) y llamando K2 = 2mE

~2 y separando variables obtenemos

1
X

dX

dx2
= −α2;

1
Y

dY

dy2
= −β2;

1
Z

dZ

dx2
= −γ2; α2 + β2 + γ2 = K2

que tinen cómo soluciones X(x) = A exp(iαx)+B exp(−iαx); etc. Si defino K =
α ı̂+β ̂+γ k̂ podemos escribir la solución cómo u = A exp(iK.r)+B exp(−iK.r)
es decir cómo suma de ondas planas con vector de propagación K y con momento
p =~K . De aqui en mas los coeficientes estarán deteminados por las condiciones
de contorno. Por ejemplo si queremos encontrar las soluciones para una part́ıcula
libre en una caja infinita de tamaño a, b y c las soluciones seran del tipo (nos
conviene por simplicidad hacer que la caja vaya desde cero hasta a, b o c con lo
que se simplifica la condición de contorno u(borde de la caja)=0)

u(r) = A sin
lπx

a
sin

mπy

b
sin

nπz

c

y tendra enerǵıa Elmn = ~2π2

2m

[
l2

a2 + m2

b2 + n2

c2

]
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5 La ecuación de Schroedinger en tres dimen-
siones

El hamiltoniano que vamos a dedicarnos es

H =
1

2m

(
p2

x + p2
y + p2

z

)
+ V (x, y, z) =

p2

2m
+ V (x, y, z) con p = −i~∇

Para dos part́ıculas en intracción el hamiltonianos sera H = p2
1

2m1
+ p2

2
2m2

+
V (r1, r2). Si el potencial solo depende de la distancia entre las part́ıculas sera
V (r1, r2) = V (|r1 − r2|). Para escribir el hamiltoniano en termino de las vari-
bles apropiadas conviene definir la coordenada (y momentos) del centro de masa
y relativa de la misma forma que lo haciamos en mecancia clásica, i.e.

P = p1+p2,R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2
; r = r1−r2,p =

m2p1−m1p2

m1 + m2

Esto significa que p1 = m1
m1+m2

P + p y p2 = m2
m1+m2

P− p de tal forma que la
enerǵıa cinetica nos queda (M = m1 + m2;

µ = m1m2
m1+m2

p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
=

P2

2M
+

p2

2µ

de tal forma que la ecuación de Schroedinger se puede escribir cómo
[

P2

2M + p2

2µ + V (r)
]
χ(R, r) =

Eχ(R, r) . Para resolver esta ecuación notammos que podemos usar el metodo
de separación de variables, i.e. χ(R, r) = ϕCM (R)ψ(r) donde ϕ(R) debe
satisfacer P2

2M ϕCM (R) = ECM ϕCM (R) ;
[
p2

2µ + V (r)
]
ψ(r) = Erelψ(r) y

ECM + Erel = E. El primer problema es escribir los operadores diferenciales
relacionados con p y P. Para eso nos ayuda verificar, a partir de sus defini-
ciones, que [ri, pj ] = i~δij y [Ri, Pj ] = i~δij de tal forma que podemos usar las
expresiones habituales para los momentos, i.e. pk = −i~ ∂

∂xk
. Esto hace que la

función de onda del centro de masa sea directamnte las soluciones de la part́ıcula
libre, i.e. ϕCM (R) = exp(iP •R/~) y para la coordenada relativa nos queda
el laplaciano con la masa reducida. El laplaciano lo podemos escribir en las
coordenas que nos resulte mas cómodo. En part́ıcular si el potencial tiene las
propiedades que supusimos (i.e. que solo depende del modulo de la distancia
entre las dos part́ıculas) es part́ıcularmente conveniente escribirlo en esfericas.

∆ =
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r
+

1
r2

[
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1
sin2 θ

∂2

∂2ϕ

]

Sabemos clásicamente que el omento angular es un operdor relevante, por lo
que nos convencdria miraar que aspecto tiene cuando cuantificamos. Es

L = r ∧ p = −i~

∣∣∣∣∣∣

ı̂ ̂ k̂
x y z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∣∣∣∣∣∣
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donde hay que recordar que los operadores ∂
∂xi

van siempre a la derecha. Hay dos
tipos de cosas que nos interesan: por un lado calcular L2, por otro lado calcular
los conmutdores entre los operadores Lk. Empecemos por L2. Es cuestion de
evaluarlo explicitamente y uno encuentra que

L2 = (r ∧ p)2 = −~2[x2

(
∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
+ z2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

−2xy
∂2

∂x∂y
− 2xz

∂2

∂x∂z
− 2zy

∂2

∂z∂y
− 2r • ∇]

(r • p)2 = −~2

[
x2 ∂2

∂x2
+ y2 ∂2

∂y2
+ z2 ∂2

∂z2
+ 2xy

∂2

∂x∂y
+ 2xz

∂2

∂x∂z
+ 2zy

∂2

∂z∂y
+ r • ∇

]

L2 + (r • p)2 = −~2r2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
− ~2x • ∇ =r2p2 + i~r • p =⇒

p2 =
1
r2

[
L2 + (r • p)2 − i~r • p

]

Notemos que r • p = −i~r ∂
∂r por lo que podemos escribir

p2 =
1
r2

[
L2 − ~2

(
r

∂

∂r

)2

− ~2r
∂

∂r

]
=

L2

r2
− ~2

(
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r

)

lo cual nos da la expresión diferencial para el cuadrado del momento angular,
i.e.

L2 = −~2

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1
sin2 θ

∂2

∂2ϕ

)

por lo que el hamiltoniano se puede escribir cómo

Hψ = Eψ =
(
− ~

2

2µ
∆ + V (r)

)
ψ =⇒

− ~
2

2µ

(
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r

)
ψ +

(
L2

2µr2
+ V (r)− E

)
ψ = 0

o para ponerlo en la forma standard
(

∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r

)
ψ(r)− 2µ

~2

(
V (r) +

L2

2µr2
− E

)
ψ(r) = 0

Para resolver esta ecuación tenenmos que utiliza el metodo de separación de
variables lo cual significa que usamos para ψ(r) =AR(r)Θ(θ)Φ(ϕ) lo cual nos
da tres ecuaciones

d2Φ
dϕ2

+ m2Φ = 0

1
sin θ

d

dθ
sin θ

dΘ
dθ

+
[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Θ = 0
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(
d2R

dr2
+

2
r

dR

dr

)
− 2µ

~2

(
V (r) +

~2l(l + 1)
2µr2

− E

)
R = 0

Noten que esto significa que

L2Θ(θ)Φ(ϕ) = ~2l(l + 1)Θ(θ)Φ(ϕ)

Tenenos que empezar a encontrar las soluciones de estas ecuaciones. La primera
tiene una solución simple. Es Φm(ϕ) = 1√

2π
exp±imϕ donde m debera ser

entero para que la función sea univaluada. Notar que estas funciones son
ortogonales, i.e.

∫ 2π

0
Φm(ϕ)Φn(ϕ)dϕ = δmn. Vamos ahora por la segunda

ecuación. Lo que vamos a hacer es ponerla en la forma standard que tiene
solución conocida , para lo cual hay que hacer el cambio de variables µ = cos θ
luego d

dθ = d
dµ

dµ
dθ = − sin θ d

dµ =⇒ 1
sin θ

d
dθ sin θ dΘ

dθ = d
dµ (1− µ2)dΘ

dµ o sea

d

dµ
(1− µ2)

dΘ
dµ

+
[
l(l + 1)− m2

1− µ2

]
Θ = 0

Esta es la ecuación que define los polinomios asociados de Legendre Pm
l (θ) (debe

ser m ≤ l) que son conocidos y para que esten correctamente definidos l debe ser
entero. No vamos a mirar sus relaciones de recurrencia, etc. sino simplemente
ver cuales son los mas simples. La Θlm = NlmPm

l (cosθ) debe estar normalizada
a uno si se usa el diferencial de volumen que corresponde, i.e.

∫ π

0

NlmNkmPm
l Pm

k sin θdθ = δlk
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Las funciones para los valores mas chicos de lm son las siguientes

Θ00 =
1√
2

Θ10 =
√

6
2

cos θ

Θ11 =
√

3
2

sin θ

Θ20 =
√

10
4

(
3 cos2 θ − 1

)

Θ21 =
√

15
2

sin θ cos θ

Θ22 =
√

15
4

sin2 θ

Θ30 =
3
√

14
4

(
5
3

cos3 θ − cos θ

)

Θ31 =
√

42
8

sin θ
(
5 cos2 θ − 1

)

Θ32 =
√

105
4

sin2 θ cos θ

Θ33 =
√

70
8

sin3 θ

Vamos a definer los armonicos esfericos cómo Ylm(θ, ϕ) = Θlm(θ)Φm(ϕ) =
Nlm√

2π
P
|m|
l (cosθ) exp (imϕ)

Es importante notar
a)que los armonicos esfericos estan definidos para m positivos y negativos
b) que uno podria haber usado una fase diferente, por ejemplo (−1)m por

la que use ahora es mas comun, o la exigencia que Y ∗
lm = (−)l−mYlm., recordar

que la elección de las fases de los distintos autoestados es arbitraria

c) Se puede evaluar en general Nlm√
2π

y da Nlm√
2π

=
√

2l+1
4π

(l−|m|)!
(l+|m|)!

d) Es importante tener en mente que L2Ylm(θ, ϕ) = ~2l(l + 1)Ylm(θ, ϕ) y
e) Es imortante estudiar la paridad de los armonicos esfericos. Cambiar

r por −r significa pasar de ϕ a ϕ + π y θ a π − θ. Si notamos que P l
m(θ) =

(−1)l−mP l
m(π−θ) y exp(im(ϕ+π) = (−1)m exp(imϕ) obtenemos que la paridad

de los estados es directamente (−1)l. Los estados con l par son pares y los con
l impar impares.

Podemos escribir las distintas componenstes de L en coordenas esfericas
para lo cual tenemos que hacer el pasaje a esfericas con cariño. Es

x = r sin θ cosϕ =⇒ dx = sin θ cos ϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sin ϕdϕ

y = r sin θ sinϕ =⇒ dy = sin θ sin ϕdr + r cos θ sin ϕdθ + r sin θ cosϕdϕ

z = r cos θ =⇒ dz = cos θdr − r sin θdθ
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que la podemos invertir a

dr = sin θ cos ϕdx + sin θ sin ϕdy + cos θdz

dθ =
cos θ cos ϕdx + cos θ sin ϕdy − sin θdz

r

dϕ =
− sin ϕdx + cos ϕdy

r sin θ

con lo podemos calcular

∂

∂x
= sin θ cosϕ

∂

∂r
+

1
r

cos θ cosϕ
∂

∂θ
− sin ϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

∂

∂y
= sin θ sinϕ

∂

∂r
+

1
r

cos θ sin ϕ
∂

∂θ
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ

∂

∂z
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂ϕ

Podemos ahora evaluar Lz = −i~
(
x ∂

∂y − y ∂
∂x

)
= −i~ ∂

∂ϕ . Un resultado muy
importante es que LzYlm(θ, ϕ) = m~Ylm(θ, ϕ)

En lugar de calcular Lx y Ly vmos a ver que resulta mas cómodo usar
L± = Lx±iLy Podemos encontrarlos cómo operadores diferenciales y se obtiene

L± = ~ exp(±imϕ)
[
± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂θ

]

Hay varias relaciones que son importantes entre estos operadores. Es L+L− =
(Lx + iLy) (Lx − iLy) = L2

x + L2
y − i [Lx, Ly]

Tenemos que calcular primero los conmutadores de estos operadores.

[Lx, Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz] = y [pz, z] px+py [z, pz]x = −i~ [ypx − pyx] = i~Lz

y las mismas en forma ciclica, i.e [Ly, Lz] = i~Lx ; [Lz, Lx] = i~Ly . De aqui
tambien sacamos que [L+, L−] = 2~Lz y [L±, Lz] = ∓~L±

Notar que
[
Lz,L2

]
=

[
Lz, L

2
y + L2

x

]
=

[
Lz, L

2
y

]
+

[
Lz, L

2
x

]
= Lx [Lz, Lx] +

[Lz, Lx] Lx +Ly [Lz, Ly]+ [Lz, Ly] Ly = i~LxLy + i~LyLx− i~LyLx− i~LxLy =
0!!! cómo debia ser dado que hemos encontrado autofunciones simultaneas de los
dos operadores (las Ylm)̇ . Es importante notar que del hecho que L2 conmuta
con todos los Lk conmutara con L±.

Esto nos da cómo resultado importante que

L2L±Ylm = L±L2Ylm = ~2l(l + 1)L±Ylm

de tal forma que L±Ylm son tambien autofunciones de L2 caracterizadas por el
mismo valor l. Por otro lado

LzL±Ylm = L±LzYlm + [Lz, L±] Ylm = m~L±Ylm ± ~L±Ylm = (m± 1)~L±Ylm

lo cual significa que son autofunciones de Lz cambiando el valor de m en
uno!!! Es un nuevo caso de operadores de bajada (L−) y subida (L+) , cómo
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los que habiamos encontrado en el oscilador armonico. Esto nos asergura que
L±Ylm = C±(l,m)Ylm y vamos a tratar de calcular esos coeficientes. Primero
notamos que LYlm es un vector de nuestro espacio vectorial y recordando que
L es hermitiano vemos que

∫ ∫
Y ∗

lmL2YlmdΩ = ~2l(l+1) pero por otro lado es la
norma de ese estado y debe ser mayor que cero luego l debe ser positivo. Tambien
deberan ser positiivos por la misma razon

∫ ∫
Y ∗

lmL±L∓YlmdΩ = A (usando o
los dos de arriba o los dos de abajo). Podemos escribir L+L− = L2

x + L2
y + ~Lz

y L−L+ = L2
x +L2

y−~Lz por lo tanto L±L∓ = L2−L2
z±~Lz .Esto nos permite

escribir la integral A =~2
[
l(l + 1)−m2 ±m

]
> 0 lo caul significa que |m| < l

donde recordemos que l debe ser positivo. Tiene que existir un mmin imo tal que
L−Ylmmin imo

= 0 porque si no no se satisafce la condición |m| < l. Usando la
expresion para L2 obtengo que

l(l + 1) = m2
min imo −mmin imo

Por otro lado debe haber un m maximo porque actuando con L+ lo hago subir.
De pedir que L+Ylmmax imo = 0 saco

l(l + 1) = m2
max imo + mmax imo

La solución de estas ecuaciones es mmin imo = −l y mmax imo = l por lo que
m toma todos los valores enteros entre −l y +l. Podemos ahora calcular los
C±(l,m)̇. Es

|C±(l, m)|2
∫

Y ∗
lm±1Ylm±1dΩ =

∫
Y ∗

lmL∓L±YlmdΩ = ~2 [l(l + 1)−m(m± 1)]

y por lo tanto elegimos las fases de tal forma que

C±(l,m) = ~
√

[l(l + 1)−m(m± 1)]

6 Problemas exactamente solubles

6.1 Atomo de un solo electrón

Vamos a considerar ahora el caso de un átomo de un solo electrón. Esto significa
que en la ecuación radial tenemos que usar V (r) = −Ze2

r (recordar que e2 =
14.4eV Å) y la ecuación radial se escribe

(
d2R

dr2
+

2
r

dR

dr

)
+

2µ

~2

(
Ze2

r
− ~

2l(l + 1)
2µr2

+ En

)
R = 0

Sustituimos χ(r) = rR(r) y en ese caso la parte en derivadas se transforma en
(

d2χ/r

dr2
+

2
r

dχ/r

dr

)
=

1
r

d2χ

dr2
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con lo que nos queda cómo ecuación de Schroedinger

d2χ

dr2
+

2µ

~2

(
Ze2

r
− ~

2l(l + 1)
2µr2

+ En

)
χ = 0

es lo mismo que un problema unidimensional con un potencial V (r) = −Ze2

r +
~2l(l+1)

2µr2 si r > 0 V (r) = ∞ si r < 0.
Usamos la misma receta que la del oscilador armonico, i.e.
a) adimensionalizamos apropiadamente
b) extraemos la solución asintotica
c) probamos con una serie de potencias.
a) Usamos ρ = αnr por lo tanto d

dr = αn
d
dρ y la ecuación nos queda

d2χ

dρ2
+

2µ

~2α2
n

(
Ze2

r/αn
− ~

2l(l + 1)
2µr2

+ En

)
χ = 0

Nos conviene definir α2
n = − 8µEn

~2 y λn = 2µZe2

~2αn
= Ze2

~

√
− µ

2En
con lo que la

ecuación diferencial queda

d2χ

dρ2
+

(
λn

ρ
− l(l + 1)

ρ2
− 1

4

)
χ = 0

Para valores grandes de ρ (ρ −→ ∞) queda d2χ
dρ2 − 1

4χ = 0 de tal forma que
χa sin tiotico = A exp ρ/2 + B exp(−ρ/2). Con el mismo argumento de siempre
desconsideramos la solución divergente de tal forma que χ(ρ) = F (ρ) exp(−ρ/2).
Es interesante notar que esta solución tiende a cero asintoticamente en forma
similar a la del pozo finito cuadrado (o la de cualquier potencial que se anule

despues de un cierto radio) porque es del tipo exp(−
√
− 2mEn

h2 r ). Para encontrar
F (ρ) convienen aislar tambien el comportamiento del origen. Para ρ −→ 0
domina el termino centrifugo y la ecuación nos queda d2χ

dρ2 − l(l+1)
ρ2 χ = 0 que

tiene cómo soluciones χ(ρ) = Aρα con α = l + 1 o α = −l. Las soluciones con
α = −l dan una probabiliad infinita en el origen (si l > 0) o diverge en el origen.
Ponemos entonces χ(ρ) = Aρl+1 exp(−ρ/2)G(ρ) y ensayo para G(ρ) una seria.
La ecuación diferencial para G la saco de

χ′ = (l + 1)ρl exp(−ρ/2)G− 1
2
ρl+1 exp(−ρ/2)G + ρl+1 exp(−ρ/2)G′
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χ′′ = l(l + 1)ρl(l−1) exp(−ρ/2)G− 1
2
(l + 1)ρl exp(−ρ/2)G + (l + 1)ρl exp(−ρ/2)G′

− (l + 1)
2

ρl exp(−ρ/2)G +
1
4
ρl+1 exp(−ρ/2)G− 1

2
ρl+1 exp(−ρ/2)G′ + (l + 1)ρl exp(−ρ/2)G′

−1
2
ρl+1 exp(−ρ/2)G′ + ρl+1 exp(−ρ/2)G′′

= G′′
[
ρl+1 exp(−ρ/2)

]
+ G′ρl+1 exp(−ρ/2)

[
−1 +

2(l + 1)
ρ

]
+ ρl+1 exp(−ρ/2)G ∗

[
1
4
− l + 1

2ρ
− 1

2ρ
(l + 1) +

l(l + 1)
ρ2

]

A esto tengo qye sumarle
(

λn

ρ − l(l+1)
ρ2 − 1

4

)
ρl+1 exp(−ρ/2)G(ρ) con lo que

obtengo

G′′ + G′
[
2(l + 1)

ρ
− 1

]
+ G

[
λn − (l + 1)

ρ

]
= 0

Sustituimos ahora G(ρ) =
∑

j ajρ
j lo cual me da la relación de recurrencia

0 =
∑

j

ajj(j − 1)ρj−2 +
∑

j

ajjρ
j−1

[
2(l + 1)

ρ
− 1

]
+

∑

j

ajρ
j−1 (λn − (l + 1))

=
∑

j=0

{[j + 2(l + 1)] (j + 1)aj+1 + [λj − j − l − 1] aj} ρj−1

y por lo tanto

aj+1 = − [λn − j − l − 1]
(j + 1) (j + 2(l + 1))

aj

Si la serie no corta los aj estan asociados con la exponencial (es aj+1 ≈ 1
j+1aj)

y por lo tanto la solución seria divergente en el infinito. Debera ser entonces
para un nr caracteristico λn = nr + l + 1 = n (entero)

Dado que λn = Ze2

~

√
− µ

2En
las enerǵıas estaran dadas por

En = −Z2e4µ

2~2

1
n2

= −1
2
µc2 (Zα)2

n2
si α =

e2

~c
≈ 1

137
la constante de estructura fina

que desde el punto de vista de la enerǵıa es lo mismo que habiamos obtenido
con el modelo de Bohr pero ahora la f́ısica es bastante distinta. Es conveniente,
para tener claros los ordenes de magnitud recuperar de αn el radio de Bohr (era
a0 = ~2c2

mec2e2 ) por lo cual αn = 2Z
a0(1+me/Mn)

1
n = 2Z

a′0
1
n

Estos polinomios que hemos obtenido son los llamados polinomios asociados
de Laguerre que satisfacen la ecuacion diferencial

d2Lk
j

dρ2
+

(
k + 1

ρ
− 1

)
dLk

j

dρ
+

(j − k)
ρ

Lk
j = 0 i.e. k = 2l + 1 y j = n + l
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En terminos de los polinomions asociados de Laguerre la función de onda radial
del problema unidimensional equivalente sera entonces (ojo que hice un pequeño
cambio en la relación entre las dos funciones)

χnl(ρ) = ρRnl(ρ) = Anlρ
l+1L2l+1

n+l (ρ) exp(−ρ/2)

con

Anl =

√
α3

n

(n− l − 1)!
2n [(n + 1)!]3

Mostrar el aspecto de las funciones de onda para los casos mas simples y dar
una idea de cómo son los polinomios asociados de Legendre para tener una idea
de cómo son las funciones de onda angulares.

Dadas las funciones de onda se pueden calcular los valores de expectación
< rk >=

∫∞
0

rk+2|Rnl(r)|2dr. Es conveniente tener a mano los valores para k
chico. Estos dan

< r >=
a′0
2Z

[
3n2 − l(l + 1)

]
; < r2 >=

a′20
2Z2

n2
[
5n2 + 1− 3l(l + 1)

]

<
1
r

>=
Z

a′0n2
; <

1
r2

>=
Z2

a′20 n3(l + 1/2)

Tenemos que ponernos ahora a mirar con un poco de cariño cuales son los
estados que hemos sacado. Es habitual llamar al n de λn = n el número cuan-
tico principal, es el que nos da información de cuanto vale la enerǵıa. Nosotros
encontramos que λn = n = nr + l+1 donde nr tiene que ver con la potencia mas
alta del polinomio. A nr se lo llama el número cuántico radial (es el numero
de ceros del polinomio) , y ya vimos que l esta asociado con el momento angu-
lar. Todos los estados que tengan nr + l constante tendran la misma enerǵıa!!
Hagamos una pequeña tabla que nos ilustre que estados estan degenerados

n=1 El unico estado es nr = 0, l = 0.
n=2 Hay dos estados; nr = 0; l = 1 y nr = 1; l = 0
n=3 Hay tres estados nr = 0; l = 2; nr = 1; l = 1; nr = 2; l = 0
Se ve que en general va a haber n estados con l llendo desde cero a (n-1) (y

n llendo desde n-1 hasta cero)
Es conveniente conocer la nomenclatura espectroscopica para las distintas

orbitas; se le asigna una letra a cada momento angular (s para l=0, p para
l=1, d para l=2, f para l=3 y de ahi en mas se sigue el alfabeto) y se agrega
delante el n. Por ejemplo el estado fundamental en esta jerga es el 1s, los dos
primeros estados excitados (que estan degenerdos) son el 2s y el 2p, los tres
estados siguientes son el 3s, 3p y 3d; etc.

6.2 Ecuación radial en general

Vamos a considerar ahora la ecuación radial en un caso general, suponiendo que
r2V (r) −→ 0 si r −→ 0 . Es decir potenciales que no sean demasiado singulares
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(para potenciales mas singulares hay problemas porque el estado fundamental
tiene enerǵıa −∞). La ecuación ya la discutimos antes, las solucines angulares
no dependen del potencial y la ecuación pradial nos queda

d2χnl

dr2
+

2µ

~2

(
Enl − V (r)− ~

2l(l + 1)
2µr2

)
χnl = 0

Dado que Rnl debe ser finita en el origen sera χnl(0) = 0. En general conviene
aislar el comportamiento en el origen (que esta determinado por el termino
centrifugo) por lo que podremos poner en general χnl(r) = rl+1Gnl(r) donde la
Gnl satisface χ′ = (l+1)rlG+rl+1G′; χ′′ = l(l+1)rl−1G+2(l+1)rlG′+rl+1G′′

d2Gnl

dr2
+

2(l + 1)
r

dGnl

dr
+

2µ

~2
(Enl − V (r)) Gnl = 0

y para r −→ ∞ si el potencial va a cero el comportamiento asintotico sera

del tipo Gnl(r) −→ exp
[
−

√
2mEnl

~2 r

]
y si el potencial no va a cero en infinito

tenemos que aislar el comportamiento asintotico alli

6.3 Oscilador armonico en tres dimensiones

Para el oscilador armonico en tres dimensiones tenemos que empezar adimen-
sionalizando. El potencial vale V (r) = k

2 r2 y debemos definir cómo en el caso

de una dimensión ρ = r/b con b4 = ~2
kµ y recordar que ω =

√
k
µ por lo que la

ecuación nos queda

d2Gnl

dρ2
+

2(l + 1)
ρ

dGnl

dρ
+

2µ

~2

(
b2Enl − k

2
b4ρ2

)
Gnl

=
d2Gnl

dρ2
+

2(l + 1)
ρ

dGnl

dρ
+

(
2Enl

~ω
− ρ2

)
Gnl = 0

Para ρ −→∞ la ecuación que nos queda es d2Gnl

dρ2 −ρ2Gnl = 0 que es la misma

que en una dimensión de tal forma que Ga sin totico
nl (ρ) ∝ exp(−ρ2/2). Tenemos

entonces que Rnl(ρ) = ρl exp(−ρ2/2)Fnl(ρ) donde tendremos que encontrar la
ecuación que satisface Fnl(ρ)

G′nl = −ρ exp(−ρ2/2)Fnl + exp(−ρ2/2)F ′nl

G′′nl = − exp(−ρ2/2)Fnl + ρ2 exp(−ρ2/2)Fnl − 2ρ exp(−ρ2/2)F ′nl + exp(−ρ2/2)F ′′nl

Reemplazando en la ecuación diferencial original nos queda
[
F ′′nl + F ′nl

(
−2ρ +

2(l + 1)
ρ

)
+ Fnl

(
−1− 2(l + 1) +

2Enl

~ω

)]
exp(−ρ2/2) = 0
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si ahora hago el cambio de variables ξ = ρ2 es dF
dρ = dξ

dρ
dF
dξ = 2ρF ′ y d2F

dρ2 =
2F ′ + 2ρ ∗ 2ρF ′′ = 4ξF ′′ + 2F ′ por lo que la ecuación nos queda

4ξF ′′nl + 2F ′nl + 2F ′nl (−2ξ + 2(l + 1)) + Fnl

(
−1− 2(l + 1) +

2Enl

~ω

)
= 0 =⇒

F ′′nl + F ′nl

(
−1 +

(l + 3/2)
ξ

)
+ Fnl

(
Enl

~ω − (l + 3/2)
)

2ξ
= 0

Podemos comparar esta ecuación con Laguerre suponiendo que Enl = ~ω(N +
3/2) con N = 2n + l

d2Lk
j

dρ2
+

(
k + 1

ρ
− 1

)
dLk

j

dρ
+

(j − k)
ρ

Lk
j = 0 i.e. k = l+

1
2

y j−k = n luego j = n+l+1/2

con lo que podemos escibir

Rnl(ξ) = Nnlξ
l/2 exp(−ξ/2)Ll+1/2

n+l+1/2(ξ)

La forma explicita de los polinomios asociados de Laguerre es

Lk
j (x) = (−1)k Γ(j + 1)

Γ(j − k + 1)

[
xj−k − j(j − k)

1!
xj−k−1 +

j(j − 1)(j − k)(j − k − 1)
2!

xj−k−2 + ......

]

y las propiedades que son utiles para la normalización y evaluación de elementos
de matriz son

∫ ∞

0

xk exp(−x)
[
Lk

j (x)
]2

dx =
Γ3(j + 1)

Γ(j − k + 1)
;

∫ ∞

0

xp exp(−x)Lp−µ
m (x)Lp−ν

n (x)dx = (−1)m+nΓ(m + 1)Γ(n + 1)µ!ν! ∗
∑

σ

Γ(p + σ + 1)
σ!(m + µ− p− σ)!(n + ν − p− σ)!(σ −m + p)!(σ − n + p)!

donde m − p + µ, n − p + ν, µ, ν son enteros o cero y σ toma todos los valores
enteros tales que los argumentos de los factoriales sean positivos o cero. (si esos
requerimientos no se pueden cumplir la integral vale cero).

6.4 Oscilador armonico en d dimensiones

Una disgreción interesante. Para el oscilador de dimensión d hay dos cambios:
a) la parte radial del laplaciano cambia. En d dimensiones la parte radial es

1
r(d−1)

d
dr r(d−1) d

dr
b) la constante de separación de la parte angular se vuelve λ(λ + d− 2)
La ecuación se puede escribir cómo (una vez que sacamos el comportamiento

asintotico en cero e infinito y pasamos a la variable ξ = r2)

G′′ + G′
{

2λ + d

2ξ
− 1

}
+ G

{
E

2~ω − 2λ+d
4

}

ξ
= 0
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que sera la ecuación de Laguerre si E = ~ω(N+d/2) en cuyo caso k = λ+d/2−1
y j − k = N

2 − λ
2 Si uso que N = 2n + λ me da pra j = n + k = n + λ + d/2− 1

Las soluciones son en ese caso

Rnλ(ρ) = AnλρλL
λ+ d−2

2
n+λ+d/2−1(ρ

2) exp(−ρ2/2)

Para una dimensión nos queda λ(λ− 1) y por otro lado debe ser cero, de tal
forma que λ = 0 o λ = 1. Una forma de verificar la bondad de este hecho es
que

Si λ = 0 la solución es H2n(x) =
(−4)n

Γ(n + 1/2)
L
−1/2
n−1/2(x

2)

Si λ = 1 la solución es H2n+1(x) =
2(−4)nn!

Γ(n + 3/2)
xL

1/2
n+1/2(x

2)

Las soluciones para tres dimensiones nos dan entonces lo mismo que antes i.e.
(en este caso vemos que λ = l)

Rnl(ρ) = AnλρlL
l+ 1

2
n+l+1/2(ρ

2) exp(−ρ2/2)

Es particularmente interesante estudiar la degeneración de los estados que
se obtiene para el oscilador armonico en tres dimensiones. La regla es que la
enerǵıa vale E = ~ω(N + 3/2) donde N = 2n + l (ambos enteros positivos
o nulos) por lo que los estados quedan agrupados en los que tiene el mismo
N. Podemos hacer una tabla de cuantos estados hay degenerados para cada
enerǵıa.

N = 0 : n = 0, l = 0 Hay un solo estado
N = 1 : n = 0, l = 1 Hay tres estados (2l+1)
N = 2 : n = 0, l = 2 (5 estados) y n = 1, l = 0 (un estado). En toral son

seis
N = 3 : n = 0, l = 3 /7 estados) y n = 1, l = 1 (3 estados). En total son

10
N = 4 : n = 0, l = 4 (9 estados), n = 1, l = 2 (5 estados) y n = 2, l = 0 (

1 estados) En total 15.
El número total de estados que salen es directamente Ntotal = (N+1)(N+2)

2 .
Para sacar este número notar que es

Ntotal =
N/2o(N−1)/2∑

n=0

(2N−4n+1) = (2N+1)∗
(

N/2 + 1
(N + 1)/2

)
−

(
N

N − 1

)(
N/2 + 1

(N + 1)/2

)

=
(N + 1)(N + 2)

2
Otra forma de ver cuantos estados hay es observar que el oscilador tridimen-

sional podriamos haberlo considerado cómo tres osciladores unidimensionales
de tal forma que las funciones de onda serian los productos de las tres funciones
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de onda (en x, y , z). La enerǵıa seria directamente E = ~ω(nx +ny +nz +3/2)
donde nj es e número de cuantos den el oscilador en la coordenada j.

Estado fundamental: nx = 0;ny = 0, nz = 0. Es unico
Primer estado excitado: Algun nj = 1, los tors =0. Hay tres estados
Segundo estado exitado: corresponde a las ternas (nx, ny, nz) igulaes a

(2,0,0); (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0), (0,1,1) y (1,0,1): son seis cómo corresponde.
Tercer estado excitado; (3,0,0) hay tres; (2,1,0) hay seis y (1,1,1) hay uno.

Son en total 10

Las funciones de onda del oscilador en esfericas corresponde a combinaciones
lineales de las funciones de oda de los osciladores en cartesionas, cómo pueden
verificar escribiendo explicitamente las funciones de los estados con N = 1 o
N = 2..

6.5 Part́ıcula libre en esfericas

En esta caso convienen (porque da una ecuación simple conocida) usar la ecuación
para Rnl sin aislar el comportamiento en el origen. La ecucación nos queda

(
d2R

dr2
+

2
r

dR

dr

)
+

2µ

~2

(
−~

2l(l + 1)
2µr2

+ E

)
R = 0

Si defino k =
√

2µE
~2 la ecuación queda

(
d2

dr2 + 2
r

d
dr − l(l+1)

r2

)
R + k2R = 0 e

introduciendo ρ = kr nos queda cómo la ecuación de Bessel i.e

d2Rkl

dρ2
+

2
ρ

dRkl

dρ
− l(l + 1)Rkl

ρ2
+ Rkl = 0

Tienen dos soluciones para cada enerǵıa (k) y que suelen separarse en una que
es regular en el origen y otra que es irregular, que se llaman habitualmente
funciones esfericas de Bessel y Neumann. Se pueden escribir cómo

jl(ρ) = (−ρ)l(
1
ρ

d

dρ
)l

[
sin ρ

ρ

]
; nl(ρ) = −(−ρ)l(

1
ρ

d

dρ
)l

[
cos ρ

ρ

]

Vamos a tratar de verificar que efectivamente satisfacen la ecuación diferencial.
Para eso escribimos Rkl=ρlχkl por lo que χkl satisface χ′′kl + 2(l+1)

ρ χ′kl +χkl =0̇
Derivo esta ecuación una vez mas con respecto a ρ y da

χ′′′kl +
2(l + 1)

ρ
χ′′kl +

[
1− 2(l + 1)

ρ2

]
χ′kl = 0

si substituyo χ′kl = ρχkl+1 la ecuación efectivamente me da χ′′kl+1 + 2(l+2)
ρ χ′kl+1

+χkl+1 = 0 por lo que sabemos que

χkl+1 = χ′kl/ρ =
1
ρ

d

dρ
χkl =

[
1
ρ

d

dρ

]l+1

χk0
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de tal forma que lo unico que necesitamos es conocer χk0. Para l = 0 podeos
verificar que las soluciones son

χ
(1)
k0 = A

sin ρ

ρ
; χ

(2)
k0 = A

cos ρ

ρ

que efectivamente son regulares (irregulares) en el origen. Si la queremos nor-
malizadas ( la form habitula de normalizarlas es pedir

∫∞
0

r2RklRk′ldr = δ(k−
k′) ) nos queda

Rkl = (−)l

√
2
π

ρlk

[
1
ρ

d

dρ

]l sin ρ

ρ
= k

√
1
ρ
Jl+1/2(ρ)

Pueden mirar caracteristivas interesantes de estas funciones y propiedades as-
intoticas y en el origen en Landau Sec. 33, y las mas interesantes y relevantes
para lo que sigue son las siguietnes

a) en el orgien se pueden aproximar las jl(ρ) ≈ ρl

(2l+1)!! y nl(ρ) ≈ (2l −
1)!!ρ−(l+1)

b) en el infinito jl(ρ) ≈ 1
ρ sin(ρ − lπ

2 ) y nl(ρ) ≈ − 1
ρ cos(ρ − lπ

2 )̇. Notar que
combinaciones lineales de ellas nos daran ondas esfericas entrantes y salientes,
es decir que en ∞ las dos soluciones linealmente independientes seran del tipo
1
ρ exp(±iρ)̇ . Para ver que efectivamente las soluciones asintoticas para ρ À l
son cómo escribi notemos que lo unico que queda es la derivada l-sima del sin o
del cos . Es dl

dρl sin ρ = sin(ρ− lπ
2 ) y dl

dρl cos ρ = − cos(ρ− lπ
2 ) de tal forma que

las formas asintoticas de las funciones de Bessel seran

jl(ρ) ≈ 1
ρ

sin(ρ− lπ

2
) y nl(ρ) ≈ 1

ρ
cos(ρ− lπ

2
)

6.6 Pozo cuadrado- estados ligados

En esta caso conviene (porque da una ecuación simple conocida) considerar la
ecuación sin aislar el comportamiento en el origen.

Sea V (r) = −V0 si r < a y V (r) = 0 si r > a. Las ecuaciones que tenemos
son ahora (vamos a considear solo estados ligados, i.e. E < 0)

d2R

dr2
+

2
r

dR

dr
− l(l + 1)

r2
R +

2µ

~2
(V0 + E)R = 0 si r < a

(
d2R

dr2
+

2
r

dR

dr

)
− l(l + 1)

r2
R +

2µ

~2
ER = 0 si r > a

cómo siempre definimos κ =
√

2µ(E+V0)
~2 y α =

√
− 2µE
~2

La solución para r < a debe ser regular en el origen y por lo tanto sera
R(r) = Ajl(kr). La solución para r > a debe cancelarse en el infinito. Si
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consideramos el caso simple en que el pozo es infinito vemos que la condición
de contorno que la función de onda se cancele en r = a nos da que jl(ka) = 0
lo cual implica que los valores permitidos de k son los que nos dan los ceros de
la jl en ka. Es bueno tener una idea de donde caen los ceros de las distintas jl

que se pueden sacar por ejemplo de Abramowitz-Stegun (pag 467). Los de j0
son dierctamente nπ (los ceros del sin ρ), hago una tabla

l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l = 4 l = 5 l = 6 l = 7 l = 8
3.142 4.493 5.763 6.988 8.183 9.356 10.51 11.65 12.79
6.283 7.725 9.095 10.42 11.70 12.97
9.424 10.90 12.32 13.69
12.56

Eso nos muestra que el orden de los niveles (el primer número indica el orden
del cero para ese momento angular) sera 1S, 1P, 1D, 2S, 1F, 2P, 1G, 2D,
1H, 3S, 2F, 1I, 3P, 1J, 2G, 3D, 4S. Es interesante comparar graficamente
estos niveles con los niveles del oscilador armonico tridimensional.

Volvemnos ahora al ozo finito. Buscamos las soluciones ligadas para las
cuales E ≤ 0. La solución en el interior que debe ser regular en el origen es
R(r) = Ajl(κr)̇. La segunda ecuación es la ecuación de Bessel pero debemos
reemplazar k por iα. Las dos soluciones asintoticas se pueden aproximar por
exp(±ikr)

r y cómo la solución para r −→∞ debe ser convergente esto nos deja con
la que tiene el signo +. Esta combinación lineal es lo que se llama la h

(1)
l (iαr).

Ambas soluciones, la interior y la exterior deben ser continuas ( tambien sus
derivadas) lo cual nos lleva a la condición

κ

[
djl(ρ)/dρ

jl(ρ)

]

ρ=κa

= iα

[
dh

(1)
l (ρ)/dρ

h(1)
l(ρ)

]

ρ=iαa

Esta es una ecuación trascendente complicada que uno puede resolver númericamente.
Sin embargo es intersante estudiar con cuidado el caso de l = 0. En este caso hay
que empalmar A sin κr con exp(−αr), uno obtienen para el estado fundamental
cosas cómo las del dibujo (hacerlo). Notar sin embargo que no hay soluciones
para cualquier valor de V0. Si considero el caso E ≈ 0 (i.e. que a penas se ligue
el estado) debera ser κa = π

2 (es decir que el primer maximo de la función de
onda este justo en el borde del pozo y la función de onda sea constante afuera).

Esto nos da que κa =
√

2µ
~2 V0a = π

2 de tal forma que para que haya un estado
ligado debera ser

V0 > π2~2

a28µ
.

7 Spin
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Experimentalnente se encontro que para poder explicar los datos era necesario
darle un momento angular intrinseco al electrón de valor ~2 . Si querenos tratar
de hacer una imagen clásica del spin (lo cual significa calcular con que velocidad
deberia estar dando vueltas la perisferia del electrón). Para calcular la velocidad
usamos que un elelctron que tenga un momento angular ~2 lo podemos relacionar
con la velocidad angular via J = Iω con I = 2

5mR2 donde podemos usar para
R el llamado radio de Thomson = e2

mec2 (es el unico parametro clasico que tiene
magnitud longitud a partir de las caracterist́ıcas del electrón). Por lo tanto
ω = J

I = 5~
4mR2 y cómo ω = v

R sacamos que v
c = 5~c

4mc2R = 5
4 ∗ 200

.5∗3 ≈ 160!!!!
Claramente no hay forma de hacernos una imegen clásica, el origen debe ser
otro.

Por otro lado sabemos que el número de números cuanticos maximos que
pueden etiquetar un estado es igual al número de grados de libertad (que para
un electrón sabemos que son 3 y ya tenemos n, l, m) Tenemos dos posibilidades,
o el electrón tienen una estructura interna o nos hemos olvidado algun grado de
libertad. La solución aparecio por la segunda via (que no vamos a estudiar) y es
que no hemos hecho un tratamiento apropiado del tiempo. Me pueden creer si
les cuento que si uno hace una descripción relativista aparece en forma natural
el spin. A nivel no relativista aparece entonces una variable extra que etiqueta
los estados del electrón que uno llama el spin y es necesario tambien tener en
cuenta un valor part́ıcular para el momento magnético asociado con el spin.

El operador spin σ es tal que los autovalores de σ2 son iguales a s(s + 1)~2

y para su componente z los posibles autovalores son ±~2 . Para una carga e

puntual uno uede calcular que µl= el
2mc pero para el spin es µs= eσ

mc = gs
eσ

2mc con
gs = 2 (este factor fue tambien uno de los grandes triunfos de la descripción
relativista provista por la ecuación de Dirac). A la combinación µBohr = e~

2mc
se lo llama el magneton de Bohr.

El spin actua sobre un espacio distinto del espacio de tres dimensiones comun
y lo llamremos el espacio de spin. El operador queda definido por sus tres
componentes σx, σy, σz que ssatisfacen las mismas relaciones de conmutación
que el momento angular, i.e. [σi, σj ] = i~εijkσk

Fijense que no vamos a poder encontrar funciones de x, y, z (cómo los ar-
monicos esfericos) pero sin embargo vamos a poder encontrar los elementos de
matriz de estos operdores entre los distintos autoestados (por ejemplo de σz)
que son una base para el espacio vectorial sobre el cual estos operadores actuan.

Ustedes recuerdan que a partir de las relaciones de conmutación habiamos
encontrado que (uso la nomenclatura |jm > para el estado que tiene momento
angular j y proyección m sin aclarar en que espacio lo represento)

L±|jm >= ~
√

j(j + 1)−m(m± 1)|jm± 1 >

En nuestro caso tenenmos solo dos estados :|1/2, 1/2 > y |1/2,−1/2 > . Se ve
que S+|1/2, 1/2 > = 0 y S−|1/2,−1/2 > = 0 y por otro lado S+|1/2,−1/2 >=

~
√

3
4 + 1

4 |1/2, 1/2 > y S−|1/2,−1/2 >= ~
√

3
4 + 1

4 |1/2, 1/2 > Esto nos
permite representar matricialmente a ambos operadores de una forma bastante
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simple

S+ = ~
(

0 1
0 0

)
y S= = ~

(
0 0
1 0

)
Recordemos que Sz =

~
2

(
1 0
0 −1

)

Podemos verificar que [S±, Sz] = ∓~S± y [S+, S−] = 2~Sz cómo nos daba para
el momento angular. Podemos tambien escribir S = ~

2σ donde las componentes
cartesianas de σ son las llamadas matrices de Pauli

σx =
(

0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)

que satisfacen varias relaciones utiles, i.e. [σx, σy] = 2iσz y ciclicas y σ2
x = σ2

y =

σ2
z =

(
1 0
0 1

)
y {σx, σy} = 0 y cicilicas ({a, b} = ab + ba)

Los ”vectores” o estados en este espacio vectorial los podemos representar
por vectores columnas de dos componentes

(
u
v

)
y los autoestados de Sz corre-

ponderan a los vectores
(
1
0

)
(con autovalor ~

2 ) y
(
0
1

)
(con autovalor -~2 ). Habit-

ualmente se los llama χ±. Un vector cualesquiera en este espacio vectorial se
podra escribir cómo (

α+

α−

)
= α+

(
1
0

)
+ α−

(
0
1

)

y si |α+|2 + ||α−|2 = 1 entonces |α±|2 dan las probabilidades de observar los
estados χ±

Tenemos entonces que los electrones en el átomo de un elelctron quedan
etiquedados por cuatro números: n, l, m, σz.

Es particularmente importante estudiar cómo se combina el spin con el mo-
mento angular orbital L que hemos estudiado previamente. Dado que actuan
sobre espacios disitintos es natural suponer que [L, S] = 0 por lo que las com-
ponentes del vector definido por J = L + S van a satisfacer las relglas de con-
mutación del momento angular. Por otro lado J2 = (L+S)2 = L2+S2+2L•S =
L2 + S2 + L+S− + L−S= + 2LzSz. Consideremos un estado que sea del tipo

ψj,m+1/2 = αYlmχ+ + βYlm+1χ−

que por construcción es un autoestado de Jz con autovalor ~(m + 1/2). Para
ver que pasa con J2 tenenmos que aplicarle L± y S± para lo cual nos combiene
recordar que

L+Ylm = ~
√

l(l + 1)−m(m + 1)Ylm+1 = ~
√

(l + m + 1)(l −m)Ylm+1

L−Ylm = ~
√

l(l + 1)−m(m− 1)Ylm+1 = ~
√

(l −m + 1)(l + m)Ylm−1

S+χ+ = S−χ− = 0 S±χ∓ = ~χ±
Por los tanto

J2ψj,m+1/2 = α~2

[
l(l + 1) +

3
4

+ 2m(
1
2
)
]

Ylmχ+ + α~2
√

(l + m + 1)(l −m)Ylm+1χ− =

β~2

[
l(l + 1) +

3
4

+ 2(m + 1)(−1
2
)
]

Ylm+1χ− + β~2
√

(l −m)(l + m + 1)Ylmχ+
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Para que sea una autofunción de J2 esto debe valer ~2j(j + 1)ψj,m+1/2 lo
cual nos da un sistemas de ecuciones lineales en α y β i.e.

α

[
l(l + 1) +

3
4

+ m

]
+ β

√
(l −m)(l + m + 1) = j(j + 1)α

α
√

(l + m + 1)(l −m) + β

[
l(l + 1) +

3
4
− (m + 1)

]
= j(j + 1)β

Para que este sistema homogeneo tenga solución el determinante debe ser nulo
lo cual implica que

(l−m)(l+m+1) =
[
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4
−m

] [
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4
+ (m + 1)

]

que tienen cómo soluciones j(j+1)−l(l+1)− 3
4 = −(l+1) o = l es decir j = l± 1

2
.Les dejo cómo ejercicio (trivial pero para trabajar) que para j = l + 1/2 uno
puede calcular

α =

√
l + m + 1

2l + 1
y β =

√
l −m

2l + 1

La solución para j = l − 1/2 se puede escribir cómo

ψj=l−1/2,m+1/2 =

√
l −m

2l + 1
Ylmχ+ −

√
l + m + 1

2l + 1
Ylm+1χ−

Notar que esto nos garantiza que las dos soluciones son ortogonales.

8 Teoria de perturbaciones independientes del

tiempo

Problemas solubles hay pocos, el problema es aprender a aproximar los proble-
mas que nos interesan a partir de los que sabemos resolver. Supongamos que
el hamiltoniano del sistema que nos interesa lo podemos dividir en dos partes
H = H0 + λH1 (con λ = 1) y que sepamos resolver exactamente H0 i.e.que
conosemos las autofunciones y autovalores de la ecuación

H0φn = E(0)
n φn

cómo hacemos para obtener en forma aproximada las soluciones de Hψn =
(H0 + λH1)ψn = Enψn? La respuesta esta basada en la suposición que todas
las cantidades con las que estamos trabajando son funciones analiticas de λ
(es decir que se pueden expresar de una forma significativa cómo potencias de
λ).El problema de la convergencia de estas series por ahora lo vamos a ignorar
y vamos a usar los primeros terminos de los desarrollos en serie para aprender
algo sobre el sistema. Vamos a suponer que cuando λ −→ 0 , En −→ E

(0)
n y

ψn −→ φn.
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cómo los {φn} forman un set completo las puedo usar cómo una base en la
expandir ψn. Sera

ψn = N(λ)



φn +

∑

k 6=n

Cnk(λ)φk





donde el N(λ) lo usamos para normalizar la funciones de onda. Dado nue-
stro requerimiento es N(0) = 1 y Cnk(0) = 0. Ahora usamos la suposición de
analiticidad, i.e

Cnk(λ) = λC
(1)
nk + λ2C

(2)
nk + λ3C

(3)
nk + .....

En(λ) = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ......

con lo que la ecuación de Schoredinger nos queda

(H0 + λH1)



φn + λ

∑

k 6=n

C
(1)
nk φk + λ2

∑

k 6=n

C
(2)
nk φk + λ3

∑

k 6=n

C
(3)
nk φk + .....





=
(
E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n + ......
)



φn + λ

∑

k 6=n

C
(1)
nk φk + λ2

∑

k 6=n

C
(2)
nk φk + λ3

∑

k 6=n

C
(3)
nk φk + .....





y para que esta ecuación sea valida lo tendra que ser para cada potencia de λ por
separado, i.e.para la potencia cero nos da la ecuación de H0, para la potencia
uno nos da

H0

∑

k 6=n

C
(1)
nk φk + H1φn = E(0)

n

∑

k 6=n

C
(1)
nk φk + E(1)

n φn

Dado que H0φk = E
(0)
k φk nos da

E(1)
n φn = H1φn +

∑

k 6=n

(
E

(0)
k − E(0)

n

)
C

(1)
nk φk

si hago ahora el producto escalar con φn y uso que n|m = δnm obtengo
E

(1)
n = [H1]nn o escrito explicitamente es E

(1)
n =

∫
d3rφ∗n(r)H1(r)φn(r) que

nos muestra que para que haya algun efecto la zona donde ambas funciones son
distintas de cero debe coincidir. Si por otro lado hago el producto escalar con
φm lo que obtengo es

[H1]mn +
(
E(0)

m − E(0)
n

)
C(1)

nm = 0 i.e. C(1)
nm =

[H1]mn(
E

(0)
n − E

(0)
m

)

Podemos ir ahora a la ecuación en segundo orden en λ

H0

∑

k 6=n

C
(2)
nk φk + H1

∑

k 6=n

C
(1)
nk φk = E(0)

n

∑

k 6=n

C
(2)
nk φk + E(1)

n

∑

k 6=n

C
(1)
nk φk + E(2)

n φn

55



Tomando el producto escalar con φn nos da

E(2)
n =

∑

k 6=n

C
(1)
nk [H1]nk =

∑

k 6=n

[H1]kn(
E

(0)
n − E

(0)
k

) [H1]nk =
∑

k 6=n

| [H1]kn |2(
E

(0)
n − E

(0)
k

)

dado que [H1]kn = [H1]
∗
nk por la hermiticianidad de H1. Hay dos cosas que vale

la pena resaltar:
1.- Si φn es el estado fundamental siempre sera E

(2)
n negativo

2.- Si todos los elementos de matriz de H1 significativos son parecidos los
niveles mas proximos son los que mas influyen.

3.- Si el nivel que afecta mucho al nivel n (por estar proximo) el cambio en
la enerǵıa que produce en el nivel k es cómo si los niveles se repeliesen (pueden
hacer la cuenta cuando tienen solo dos niveles en que uno puede diagonalizar H
y ver que esto es cierto).

Si uno quiere normalizar podemos ver que

∫
ψ∗nψnd3r = N2(λ)



1 + λ2

∑

k 6=n

|C(1)
nk |2 + ....





de tal forma que hasta segundo orden sera N(λ) =
{

1− λ2

2

∑
k 6=n |C(1)

nk |2
}

. Un
problema que hemos ignorado y que no es complicado de tratar (pero que no
trateremos) es cuando los estados estan degenerados, i.e. cuando hay varias
soluciones de H0 que tienen la misma enerǵıa. Los resultados que queria derivar
y que usaremos son las correcciones a primero y segundo orden de la enerǵıa.

9 Part́ıculas identicas

Uno de los hechos que costo un cierto tiempo darse cuenta es que las part́ıculas
microscopicas con las que tratamos: electrones, protones, neutrones, etc. son
esencialmente indistinguibles. Por un lado se comportan todas en forma similar,
un electronque esta en un átomo de hidrogeno se comporta igual a otro electrón
en otro átomo de H. Por otro lado no podemos en principio distinguir entre los
distintos electrones que estan en un átomo: esto es una diferencia con el caso
clasico dado que en cuantica no tiene sentido pensa en la trayectoria de cada
uno de los lectrones (que es lo que nos pemitia seguirlos en mecanica clásica).
Vamos a estudiar en detalle cuales son las implicancias de este hecho.

La primera es que si escribo el hamiltoniano que describe un sistema
de dos electrones (no incluyo spin por simplicidad o esta incluido en las coorde-
nadas)

H =
p2
1

2m
+

p2
2

2m
+ V (x1, x2)

donde V (x1, x2) debera ser simetrico frente al intercambio de la part́ıcula 1 por
la part́ıcula 2, i..e.V (x1, x2) = V (x2, x1)
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de tal forma que H(1, 2) = H(2, 1). La ecuación de Schroedinger nos da
entonces

H(1, 2)uE(1, 2) = EuE(1, 2) y tambien H(2, 1)uE(2, 1) = EuE(2, 1)

y dada la simetria del hamiltoniano sera tambien H(2, 1)uE(2, 1) = EuE(2, 1)̇
. Nos conviene definir un operador que intercambie las dos part́ıculas, P12 tal
que P12ψ(1, 2) = ψ(2, 1) con lo que las ecuaciones que hemos escrito antes se
pueden escribir cómo

HP12uE(1, 2) = EuE(2, 1) = EP12u(1, 2) = P12Eu(1, 2) = P12HuE(1, 2)

de tal forma que [H,P12] = 0 por lo que el operador P12 tienen un conjunto
de autofunciones comunes con H. Notemos que por su definición sabemos que
P 2

12ψ(1, 2) = ψ(1, 2) por lo que los posibles autovalores de P12 son ±1. Los
autoestados que son simultaneamente autofunciones del hamiltoniano y del op-
erador de intercambio seran

ψ±(1, 2) =
1√
2

[uE(1, 2)± uE(2, 1)]

por supuesto la con signo + es simetrica y la con signo menos es antisimterica.
Dado que P12 es una constante de movimiento si la función de onda inicial
tiene simetria definida lo tendra a todo tiempo. Es una ley importante de la
naturaleza que la simetria que tiene la función de onda de part́ıculas iguales no
es algo que uno pueda cambiar cambiando el estado inicial sino que los sistemas
que estan formados por part́ıculas que tienen momento angular total semientero
(1/2, 3/2, ...) son descriptas por funciones de onda antisimeticas y se dice que
obedecen la estadistica de Fermi Dirac ( y habitualmente se los lama fermiones)
y las que tienen spin entero (0, 1, 2,.. ) por funciones de onda simetricas
y obedecen Bose -Eisntein ( y se las llaman bosones) . Esta ley se extiende
a funciones de onda de N part́ıculas. Por ejemplo para un sistema de tres
fermiones la función de onda debe ser del tipo

ψA(1, 2, 3) =
1√
6
{ψ(1, 2, 3) + ψ(3, 1, 2) + ψ(2, 3, 1)− ψ(1, 3, 2)− ψ(3, 2, 1)− ψ(2, 1, 3)}

Si cambiamos 1 ¿ 2 el primer termino se tranforma en el sexto (y viceversa),
el segundo en el quinto y el tercero en el cuarto e tal forma que ψA(1, 2, 3) =
−ψA(2, 1, 3)̇ Por supuesto pasa lo mismo si cambiamos 1 ¿ 3 o cambiamos
3 ¿ 2. Si las part́ıculas fuesen bosones tendriamos por otro lado

ψS(1, 2, 3) =
1√
6
{ψ(1, 2, 3) + ψ(3, 1, 2) + ψ(2, 3, 1) + ψ(1, 3, 2) + ψ(3, 2, 1) + ψ(2, 1, 3)}

que queda invariante frente a los cambios 1 ¿ 2 , 1 ¿ 3 o 3 ¿ 2.
Vamos a mirar ahora un caso particularmente inportante, fermiones que no

interactuan entre si pero moviendose todos en el mismo potencial central (lo
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que tendriamos en los átomos hidrogenoides por ejemplo si nos olvidamos de
la repulsión coulombiana entre los electrones). En este caso el hamiltonino
sera H =

∑
i Hi con Hi = p2

i

2m + V (xi). Los autoestados del problemade
una part́ıcula seran HkiuEk

(xk) = EkuEk
(xk) y por lo tanto una solución de

HuE(1, 2, ..., N) = EuE(1, 2, ..., N) sera uE(1, 2, ..., N) = uE1(x1)uE2(x2).........uEN
(xN )

con E = E1 + E2 + ... + EN

En todas estas formulas los spines estan incluidos cómo un label de las
enerǵıas.En general si queremos que la función de onda sea antisimtreica en las
N part́ıculas la unica forma completamente antisimetrica que uno puede escribir
es

uA(1, 2, ...N) =
1√
N !




uE1(x1) uE1(x2) ....... uE1(xN )
uE2(x1) uE2(x2) ...... uE2(xN )

... ... ... ...
uEN

(x1) uEN
(x2) ...... uEN

(xN )




Si intercambio dos part́ıculas implica cambiar dos columnas del determinante lo
cual nos da un cambio de signo y si dos electrones estan en mismo estados (es
decir dos de las enerǵıas y espines son iguales) dos de las filas son iguales con
lo que el detemiante se anula!! Cuando dos de las coordenadas son iguales se
hacen iguales dos de las columnas y el determinante tambien se anula, es cómo
si existiese una ”repulsión” debida al Principio de Pauli.

Lo que hemos hech para para los fermiones podemos hacerlo en forma muy
similar para los bosones. En lugar de usar el determinante usamos lo que se
llama el permanente (un determinante donde todos los signos son +)

Hay que notar que si tomamos todos los estados producto distintos de N
part́ıculas tenemos N ! estados. (los N ! terminos que tiene el determinante). La
exigencia que el estado debe ser completamente simetrico o antisimetrico nos
dice que hay un solo estado f́ısicamente aceptable. Si se acuerdan que es lo
que haciamos cuando contabamos el número de estados para calcular la entropia
de un sistema ven que aqui esta el origen de la paradoja de Gibbs.

Vamos a jugar un poco mas con los sistemas formados por fermiones. El
hecho que la función de onda sea completamente antisimetria implica que solo
podemos poner una part́ıcula en cada uno de los estados soluciones de Hi (esto
es lo que se llama la versión de ”part́ıcula inependiente” para un sistema de N
cuerpos), de tal forma que el estado fundamental se puede construir llenando los
N estados de Hi que tienen menos enerǵıa. Miremos con cuidado un caso simple:
part́ıculas metidas dentro de una caja (pozo cuadrado infinito) de tamaño L. Las
soluciones de Schroedinger eran un(x) = 1√

L
sin nπx

L con enerǵıas En = ~2π2n2

2mL2 .

Para un sistema de N bosones la enerǵıa del estado fundamental es E = N ~2π2

2mL2

de tal forma que la enerǵıa por part́ıcula sera E
N = ~2π2

2mL2

Para un sistema de fermiones la situación es diferente. Podemos colocar dos
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electrones (spin up y down) en cada estado de tal forma que

E = 2
n=N/2∑

n=1

~2π2n2

2mL2
≈ 2

3
~2π2

(
N
2

)3

2mL2
=
~2π2N3

24mL2
=⇒ E

N
=
~2π2N2

24mL2

la enerǵıa del ultimo nivel que se llena, que habitualmetne se llama enerǵıa de
Fermi sera EF = ~2π2N2

8mL2

Es importante notar que si el potencial es simetrico frente al intercambio de
los espines y las coordenas separadamente las función de onda se podra separar
en una función de onda dependiendo de las coorodenas por una función de
onda dependiente de los espines. Veamos el caso de dos part́ıculas: sera ψ =
U(xi)∗Σ(σi) donde las funciones U y Σ deberan ser simetricas o antisimetricaas
frente al inetrcambio de 1 ¿ 2, i.e.

U(xi) =
1√
2
{ua(1)ub(2)± ua(2)ub(1)} y Σ(σi) =

1√
2
{χa(1)χb(2)± χa(2)χb(1)}

done las u y χ son funciones de onda normalizadas de las coordenas y del spin.
Las dos funciones de onda deberan estar correlacionadas, para bosones las dos
deben ir con el mismo signo, para fermiones con el signo contrario.

Una consecuencia f́ısica interesante de las simetrias de la función de onda se
ve cuando evaluamos el valor medio del cuadrado de la distancia entre las dos
part́ıculas.

< (r1−r2)2 >=
1
2

∫
{u∗a(1)u∗b(2)± u∗a(2)u∗b(1)} (r2

1 + r2
2 − 2r1•r2) ∗

{ua(1)ub(2)± ua(2)ub(1)} dr1dr2

Expandiendo y usando la ortoganildad de las fucnioens de onda obtenemos
directamente

< (r1−r2)2 >=< r2 >a + < r2 >b −2 < r >a • < r >b ∓2|
∫

u∗arubdr|2

(donde he llamado < x >a=
∫

u∗a(1)xu∗a(1)dr1 ) los tres primeros teminos son
los que obtenemos si la part́ıcula esta en el estado ua(1)ub(2). El ultimo termino
es el que tiene que ver con que sean fermiones o bosones. Vemos que los boosnes
se aproximan y los fermiones se repelen!!

9.1 Funciones de onda de spin de dos part́ıculas

Queremos considerar ahora dos electrones y mirar la parte de spin de la función
de onda. Tenemos entonces dos operadores de spin, S1 y S2 Cada uno se ellos
por separado satisface las reglas de conmutación del momento angular y entre
ellos conmutan (actuan sobre espacios distintos), i.e [S1,S2] = 0 y definimos
ahora S = S1 + S2. Ya tenemos practica en este tipo de negocios y sabemos
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que las componentes de S satisfacen las relaciones de conmutación del momento
angular tambien. Las autofunciones de S1 las vamos a llamar χ

(1)
± y recordemos

que satisfacen

S2
1χ

(1)
± = ~2 3

4
χ

(1)
± ; S1zχ

(1)
± = ±~

2
χ

(1)
±

y en forma similar para el segundo electrón con autofunciones χ
(2)
± . Podemos

entonces formar la base producto χ
(1)
± χ

(2)
± que estara formada por cuatro estados

(todas las combinacionesde + y - posibles). Los autovalores de Sz para estos
cuatro estados los podemos calcular en forma simple

Szχ
(1)
± χ

(2)
± =

(
S1zχ

(1)
±

)
χ

(2)
± + χ

(1)
±

(
S2zχ

(2)
±

)

lo que nos da entonces

Szχ
(1)
+ χ

(2)
+ = ~χ(1)

+ χ
(2)
+ ; Szχ

(1)
+ χ

(2)
− = Szχ

(1)
− χ

(2)
+ = 0 ; Szχ

(1)
− χ

(2)
− = −~χ(1)

− χ
(2)
−

es decir tenemos un estado con Ms = 1, dos con Ms = 0 y uno con Ms = −1
lo cual nos suguiere fuertemente que el spin total sera S = 1 o S = 0̇. Para
verificar la bondad de esta suposición podemos hacer actuar S− sobre el estado
χ

(1)
+ χ

(2)
+ (recordamos que S1−χ

(1)
+ = ~χ(1)

− ; S1−χ
(1)
− = 0) con lo que obtenemos

S−χ
(1)
+ χ

(2)
+ =

(
S1−χ

(1)
+

)
χ

(2)
+ +χ

(1)
+

(
S2−χ

(2)
+

)
= ~

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ + χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
=
√

2~

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ + χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2

Notar que si el spin total fuese uno el elemento de matriz de S− deberia valer

~
√

S(S + 1)−M(M − 1) = ~
√

2 y el estado |S = 1,Ms = 0 >=

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ +χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2

es la combinación lineal que nos da.
En forma similar si actúo con S− sobre |S = 1,Ms = 0 > obtengo

S−

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ + χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2
=

~√
2

{
χ

(1)
−

(
S2−χ

(2)
+

)
+

(
S1−χ

(1)
+

)
χ

(2)
−

}
=
√

2~χ(1)
− χ

(2)
−

de tal forma que esto chequea que efectivamente estos tres estados son los que
tienen spin uno (estan realaciondos entre si por S− y S+). La combinación
lineal de los estados con M = 0 que es ortogonal a la que tiene spin uno sera

la que nos da spin cero, i.e. |S = 0,Ms = 0 >=

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ −χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2
. Notemos

(porque despues sera importante) que los estados con S = 1 son simetricos
frente al intercambio de los dos espines mientras que el estado con S = 0 es
antisimetrico. Un ultimo chequeo de que los estados tiene el spin que decimos
es calcular

S2

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ ± χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2
= (S2

1+S2
2+2S1zS2z+S1+S2−+S1−S2+)

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ ± χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2
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El efecto de S2
1 y S2

2 es directamente 3~2
4 y el de 2S1zS2z es −~22 y el del ultmo

termino requiere un poco de elaboración

(S1+S2− + S1−S2+)

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ ± χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2
=

1√
2

{(
S1+χ

(1)
−

) (
S2−χ

(2)
+

)
±

(
S1−χ

(1)
+

)(
S2+χ

(2)
−

)}

=
~2

√
2

{
χ

(1)
+ χ

(2)
− ± χ

(1)
− χ

(2)
+

}
= ±~2

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ ± χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2

Juntando todo obtenemos

S2

{
χ

(1)
− χ

(2)
+ ± χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2
= ~2

{
3
2
− 1

2
± 1

} {
χ

(1)
− χ

(2)
+ ± χ

(1)
+ χ

(2)
−

}
√

2

de tal forma que para la funcon de onda con signo mas el autovalor vale 2~2 (que
corresponde a S = 1) y la con el signo menos S = 0 cómo queriamos verificar!!

Es trivial verificar que (notemos que los terminos en S1+S2− + S1−S2+ dan
cero actuando sobre estos estados)

S2χ
(1)
+ χ

(2)
+ = ~2

{
3
2

+
1
2

}
χ

(1)
+ χ

(2)
+ y S2χ

(1)
− χ

(2)
− = ~2

{
3
2

+
1
2

}
χ

(1)
− χ

(2)
−

10 El átomo de hidrogeno mas aproximado

¿Cómo aproximar mejor el átomo de hidrogeno. ¿Que aproximaciones hemos
hecho y que ahora podemos tratar de corregir un poco?

Primero y mas simple es la corrección relativista. Sabemos que la enerǵıa
cinética no es p2

e

2me
sino que en realidad es

√
p2

ec
2 + m2

ec
4 ≈ mec

2+ p2
e

2me
− p4

e

8m3
ec2 .

El termino asociado con la masa en reposo lo podemos ignorar (es simplemente
una constante) pero esto significa que debemos introducir un H1 = − p4

e

8m3
ec2 .

Podemos estiimar la importancia de este termino a primer orden en teoria de
perturrbaciones dado que

H1
H0

≈ p2

m2
ec2 ≈ (mecZα)2

m2
ec2 = (Zα)2 que para el hidrogeno es un número del

orden de 10−5, lo cual es realmente muy chico pero medible.
Hay otro efecto que es de un orden similar pero produce cosas interesantes.

Dado que el electrón se esta moviendo respecto del proton ve un campo magnético
debido al movimiento del proton que interactuara con el moemnto magnético
del electrón (spin). Si el movimeinto fuese rectilineo el campo magnético valdria
v ∧E/c y este campo produce una interacción dela forma H = −M •B donde
M = µBgsσ

Escribamos con cuidado este acoplamiento

−M •B = −µBgsσ • v ∧E/c = −µBgs

mc
σ • p ∧∇φ(r) = −µBgs

mc
σ • p ∧ r

1
r

dφ

dr
=

=
µBgs

mc
σ • r ∧ p

1
r

d [eφ]
dr

=
( gs

rm2c2

) d [eφ]
dr

σ • l
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La suposición de que el movimiento es rectilineo es una aproximación. Si una
hace las cuentas correctamente aparece un factor 1

2 luego podemos usar para
este segundo hamiltoniano H2 =

(
gs

2m2c2

) d[eφ]
dr σ • l

Vamos a usar ahora la teoria de perturbaciónes a primer orden para estimar
la improtancia de estas dos contibuciones. Vamos a usar en ambos casos cómo
H0 la solución para átomos hidrogenoides.

H1 = − p4
e

8m3
ec

2
= − 1

2mec2
(H0 +

Ze2

r
)(H0 +

Ze2

r
)

de tal forma que

< Nlm|H1|Nlm >= − 1
2mec2

< Nlm|(H0 +
Ze2

r
)(H0 +

Ze2

r
)|Nlm >=

− 1
2me

{
E2

Nl + 2ENlZe2 < Nlm|1
r
|Nlm > +

(
Ze2

)2
< Nlm| 1

r2
|Nlm >

}

Habiamos calculado previamente que En = −mec2(Zα)2

2N2 , < Nlm| 1r |Nlm >=
Z

a0N2 y < Nlm| 1
r2 |Nlm >= Z2

a2
0N3(l+1/2)

de tal forma que

< Nlm|H1|Nlm >= − 1
2mec2

{(
mec

2(Zα)2

2N2

)2

− 2Z2e2 mec
2(Zα)2

2a0N4
+

Z4e4

a2
0N

3(l + 1/2)

}

recordando que α = e2

~c y que a0 = ~
mcα = ~2

me2 podemos escribir el valor de
espectación de H1 cómo

< Nlm|H1|Nlm >= −mc2(Zα)4

2N3

{
1

l + 1/2
− 3

4N

}

Notar que el spin del electrón no entra para nada en este corrimiento de en-
erǵıa. Para estimar el valor de expectación de H2 usaremos para el potencial
central Ze2

r de tal forma que
(

gs

2m2c2

) d[eφ]
dr σ • l ≈ (

gs

2m2c2

)
σ • lZe2

r3 Aqui usare-
mos los autoestados del operador J que hemos calculado hace poco. Usaremos
que S + L = J y por lo tanto J2= L2+S2+2L • S de donde deducimos que
L • S = 1

2

{
J2−L2 − S2

}
de tal forma que

(L • S)ψj=l+1/2,s=1/2
mj=m+1/2

=
~2

2
{(l + 3/2)(l + 1/2)− l(l + 1)− 3/4}ψj=l+1/2,s=1/2

mj=m+1/2

=
~2

2
l ∗ ψj=l+1/2,s=1/2

mj=m+1/2

(L • S) ψj=l−1/2,s=1/2
mj=m+1/2

=
~2

2
{(l + 1/2)(l − 1/2)− l(l + 1)− 3/4}ψj=l+1/2,s=1/2

mj=m+1/2

= −~
2

2
(l + 1) ∗ ψj=l−1/2,s=1/2

mj=m+1/2
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de tal forma que el valor de expectación de H2 nos da

< Nlm|H2|Nlm >=
Ze2

2m2c2

~2

2

{
(l)

−(l + 1)

} ∫ ∞

0

dr r2|RNL(r)|2 1
r3

para
{

(j = l + 1/2)
(j = l − 1/2)

}

El valor de expectación de 1
r3 vale

< Nlm| 1
r3
|Nlm >=

Z3

a3
0N

3l(l + 1)(l + 1/2)
de tal forma que

< Nlm|H2|Nlm >=
1
4
mc2(Zα)4

{
(l)

−(l + 1)

}

a3
0N

3l(l + 1)(l + 1/2)

si combinamos los efecto de H1 y H2 obtenemos que

< Nlm|H1 + H2|Nlm >= −1
4
mc2(Zα)4

1
N3

{
1

j + 1/2
− 3

4N

}

Al combinarlos hemos hecho un error cuando l = 0 (notar que < H2 > parece
ser cero si l = 0 pero tambien aparece un cero en el denominador).

Si uno hace las cuentas bien (via Dirac) el resultado que se obtiene es el
mismo que he escrito mas arriba para l = 0) lo cual hace que el efecto neto
sobre los estados N = 2, n = 0, L = 1, 1/2 y N = 2, n = 1, l = 0, 1/2 sea el
mismo, siguen degenerados.

Mostrar cómo es el splittting graficamente (el 2P1/2 baja respecto del 2P3/2

por el spin-orbita, que no altera al 2S1/2 pero el efecto del termino relativista
los baja a todos y degenera los que tiene J = 1/2)

En 1947 con el desarrollo de las microndas se vio que existia un pequeño
splitting que cuando fue posible calcular con la QEGD resulto ser de orden
mc2(Zα)4α ln α. ( y que se debia a la interacción del elecron con su propio
campo electromagnético). Hay un efecto que por mas que es muy chico creo
que vale la pena que se los cuente y es la interacción hiperfina (tiene que ver
con una transción muy importante en astrof́ısica). El núcleo tiene tambien un
spin y por lo tanto un momento magnético. El estado que es interesante es el
estado fundamental del átomo de hidrogneo (que tiene L = 0) de tal forma que
el unico acoplamiento entre momentos magnéticos que puede aparecer es con
el spin del electrón., es decir aparece un acoplamiento del tipo S : I (si I es el
spin del nucleón). No voy a hacer las cuentas, solo les contare el resultado. Uno
obtiene un splitting entre los dos posibles valores de sumar F = J + I (que vale
cero y uno y dado que el signo del acoplamiento es similar al spin-orbita el de
F = 0 queda abajo del que tiene F = 1) (es gN = 5.56) (el valor de S.I nos da
cómo e el caso del spin orbita o −I o +(I + 1) )

∆E =
2
3
gN

me

MN
(Zα)4mc2 1

N3

(
S.I

~2

)
≈ 2

3
∗5.56∗ 1

1840
1

1374
.511MeV ∗2 = −.59∗10−5eV

que da , si uno hace la cuenta que λ = 21.4cm
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10.1 Efecto Zeeman

Vamos a ver ahora que es lo que pasa si colocamos un atomo hidrogenoide
en presencia de una campo magnetico. El hamiltoniano de acoplamiento con el
campo magnetico es Hmag = e

2mc (l + 2σ)•B. (notar que hay un factor dos entre
el momento magnetico orbital µ = e

2mec l y el momento magnetico de spin µs =
e

mecσ). Vamos a considera como H0 = p2

2m−Ze2

r + 1
2m2c2

Ze2

r3 l • σ = p2

2m − Ze2

r + αl•σ.
Interesa incluir el termino l.σ por que suele ser importante en atomos pesados.
El termino magnetico se puede escribir como Hmag = eBz

2mc (jz +σz) = β(jz +σz)
Hay dos bases en la que resulta conveniente estudiar este sistema:
1.- Estados etiquetados por l2, s2, lz, sz que sera conveniente si el campo

magnetico B es muy grande y el termino magnetico es mas importante que el
de la interaccion l.σ (el termino magnetico es diagonal en esta base)

2.- Estados etiquetados por j2, l2, s2, jz que sera conveniente si el termino
l.σ es mas importante que el termino magnetico (el termino l.σ es diagonal en
esta base)

Tenemos dos estados que son los relevantes (que ya habiamos estudiado
cuando definimos el momento angular total)

|j = l + 1/2,m >= ρ+|lσ,m− 1/2, 1/2 > +η+|lσ,m + 1/2,−1/2 >

|j = l − 1/2,m >= ρ−|lσ,m− 1/2, 1/2 > +η−|lσ,m + 1/2,−1/2 >

donde

ρ± = ±
√

(l ±m + 1/2)
2l + 1

η± =

√
(l ∓m + 1/2)

2l + 1

Si el termino l.σ es mas importante que el termino magnetico nos conviene
utilizar las base (2). En esta base es simple evaluar la contribucion del temino
l.σ Sabemos que

< l, σ, j = l + 1/2,m|l.σ|j = l + 1/2,m >=
1
2

[j (j + 1)− l(l + 1)− σ(σ + 1)]

=
1
2

[(l + 1/2) (l + 3/2)− l(l + 1)− σ(σ + 1)] =
l

2

< l, σ, j = l − 1/2,m|l.σ|j = l − 1/2,m >=
1
2

[j (j + 1)− l(l + 1)− σ(σ + 1)]

=
1
2

[(l − 1/2) (l + 1/2)− l(l + 1)− σ(σ + 1)] = − (l + 1)
2

y para evaluar la contribucion del termino magnetico debemos usar que

< j = l ± 1/2,m|σz|j = l ± 1/2,m >=
~
2

[
ρ2
± − η2

±
]

= ± ~m
2l + 1

64



Esto nos permite evaluar en primer orden de teoria de perturbaciones el efecto
del campo magnetico si usamos las base 2. Sera

Enlj=l+1/2 = ε
(0)
nl + α

l

2
+ βm

(
1 +

1
2l + 1

)

Enlj=l+1/2 = ε
(0)
nl − α

(l + 1)
2

+ βm

(
1− 1

2l + 1

)

Por otro lado si el termino magnetico es el mas importante nos conviene utilizar
la base 1. En esta base obtenemos para el termino magnetico

< lσmlmσ|Hmag|lσmlmσ >= −β(ml + 2ms)

y para el termino l.σ

< lσmlmσ|l.σ|lσmlmσ >=< lσmlmσ|lzσz|lσmlmσ > + < lσmlmσ| (l+σ− + l−σ+) |lσmlmσ >

El segundo termino se anula (los elementos de matriz diagonales de todos lo
operadores son nulos, solo conectan estados que difieren en uno en los valores
de las corrspondientes proyecciones) y por lo tanto

< lσmlmσ|l.σ|lσmlmσ >= mlmσ

Podemos escribir entonces

Elσmlmσ = −β(ml + 2ms) + αmlmσ

Que hacemos si nos encontramos en situaciones intermedias donde ambos
terminos son importantes? En este caso lo que debemos hacer es diagonalizar
el hamiltoniano en la base de los dos estados que son relaciondos por las inter-
acciones. Conviene utilizar la base (2) y diagonalizar el termino σz del hamil-
toniano magnetico. (el otro termino ya es diagonal). Los elementos de matriz
diagonales de σz ya los evaluamos por lo que lo unico que necesitamos es evaluar
el elemento de matriz de σz entre los dos estados. Sera

< l + 1/2,m|σz|l − 1/2,m >= ρ+ρ−
~
2
− η+η−

~
2

= −~
√

(l + 1/2)2 −m2

La matriz de 2*2 que debemos diagonalizar es

 Enlj=l+1/2 − E − β

2l+1

√
(l + 1/2)2 −m2

− β
2l+1

√
(l + 1/2)2 −m2 Enlj=l+1/2 − E


 = 0

Esto nos a una cuadratica en E que se puede escribir como

E2 − (El+1/2 + El−1/2)E + El+1/2El−1/2 − β2

[
(l + 1/2)2 −m2

]

(2l + 1)2
= 0

65



Las soluciones de esta ecuacion son

E =
(El+1/2 + El−1/2)

2
± 1

2

√√√√
(El+1/2 − El−1/2)2 + 4β2

[
(l + 1/2)2 −m2

]

(2l + 1)2

Podemos verificar que

(El+1/2 − El−1/2) = α
2l + 1

2
+

2βm

2l + 1

y si uno hace la expansion para campo debil obtiene que las dos soluciones se
pueden escribir como

E = El±1/2 + βm(1± 1
2l + 1

)

que es el resultado que habiamos obtenido previamente!!!

10.2 Atomo de Helio

Queremos estudiar el átomo de He. Vamos a suponer el núcleo fijo en el ori-
gen (cómo si su masa fuese infinita, hacer la separación de variables para tres
coordenas es muy complicado) y la unica intereacción que consideraremos sera
la electrica entre los electrones entre si y con el núcleo. El hamiltniano que
describe el sistema sera

H =
p2
1

2m
+

p2
2

2m
− Ze2

r1
− Ze2

r2
+

e2

|r1−r2|

donde m es la masa del electrón . Este hamiltoniano lo podemos escribir
cómo H = H(1) + H(2) + V donde H(i) = p2

i

2m − Ze2

ri
y V = e2

|r1−r2| . Vamos a
hacer las cuentas con la carga del núcleo cómo Z y haremos Z = 2 al final. Si
ignoramos el termino de interacción podriamos escribir las autofunciones cómo
u(r1, r2) = φN1l1m1(r1)φN2l2m2(r2) para la ecuación

[
H(1) + H(2)

]
u(r1, r2) =

Eu(r1, r2) donde la enerǵıa E = EN1 +EN2 sabiendo que EN1 = −mc2

2 (Zα)2 1
N2

1
.

En esta aproximación el estado fundamental del He tendra una enerǵıa E =
2E1 = −mc2(2α)2 = −108.8eV El primer estado excitado correspondera a tener
un electrón cn N = 1 y otro con N = 2 por lo que E = E1+E2 = −54.4−13.6 =
−68eV. La enerǵıa de ionización (es decir para remover un electr´no hasta el
infinito) es de 54.4eV . Notar que esta enerǵıa esta por abajo de mandar dos
electrones a la capa N = 2.

Los dos electrones deben tener una función de onda completamente antisi-
metrica. Por lo tanto el estado fundamental del sistema tiene una sola posibili-
dad, i.e.

u0(r1, r2) = φ100(r1)φ100(r2)χsin glete
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es decir la función de onda espacial sera simetrica y la de spin antisimetrica.
Notemos que en este caso la función de onda espacial antisimetrica es identica-
mente nula!!! Recordemos que χsin glete = 1√

2

{
χ

(1)
+ χ

(2)
− − χ

(1)
− χ

(2)
+

}
tienen spin

total cero.
Para los primeros estados excitados tenemos dos posibilidades (considerando

aún V = 0) :que espacialmente sea simetrica o que sea antisimetrica. Cada una
de estas funciones epsaciales deberemos multiplicarlas por funciones de onda de
spin con la simetria opuesta (para que el producto sea antisimetrico), i.e.

u
(s)
1 (r1, r2) =

1√
2
{φ100(r1)φ21m(r2) + φ21m(r1)φ100(r2)}χsin glete

u
(a)
1 (r1, r2) =

1√
2
{φ100(r1)φ21m(r2)− φ21m(r1)φ100(r2)}χtriplete

con χtriplete correspondiendo a las tres funciones de onda que tienen spin uno

i.e. χ
(1)
+ χ

(2)
+ ; 1√

2

{
χ

(1)
+ χ

(2)
− + χ

(1)
− χ

(2)
+

}
y χ

(1)
− χ

(2)
−

La presencia de V puede ser tratada cómo una perturbación en primer
orden. Empiezo calculando para el estado fundamental. cómo V no uncluye el
spin me dara directametne

∆Egs =
∫

d3r1d
3r2u

∗
0(r1, r2)

e2

|r1−r2|u0(r1, r2)

Notemos que podriamos definir el potencial generado por el electrón 1 cómo
U(r2) =

∫
d3r1|φ100(r1)|2 e2

|r1−r2| y el corrimiento de enerǵıa es directamente
∆Egs =

∫
d3r2|φ100(r2)|2U(r2) i.e. la enerǵıa de interacción del segundo electrón

con el potencial generado por el primero. Si tenemos en cuenta que φ100 =
2√
4π

(
Z
a0

)3/2

exp(−Zr/a0) y que 1
|r1−r2| = 1√

r2
1+r2

2−2r1r2 cos θ
vemos que ten-

emos que hacer las integrales angulares con cierto cuidado. Supongo que elijo
r1 en el eje z para la integración sobre los ángulos asociados con r2 por lo que
sera

∫
dΩ2

1
|r1−r2| =

∫ 2π

0

dφ

∫ 1

−1

d(cos θ)
1√

r2
1 + r2

2 − 2r1r2 cos θ
=

−2π
1

r1r2

[√
r2
1 + r2

2 − 2r1r2 cos θ

]cos θ=1

cos θ=−1

=
2π

r1r2
{r1 + r2 − |r1 − r2|}

La integral sobre dΩ1 es trivial porque nada depende de ese ángulo y nos da
4π. Nos queda finalmente la integral sobre los dos radios que vale

∆E = 8e2

(
Z

a0

)6 ∫ ∞

0

r1dr1 exp(−2Zr1/a0)
∫ ∞

0

r2dr2 exp(−2Zr2/a0) {r1 + r2 − |r1 − r2|} =

8e2

(
Z

a0

)6 ∫ ∞

0

r1dr1 exp(−2Zr1/a0)
{

2
∫ r1

0

r2
2dr2 exp(−2Zr2/a0) + 2r1

∫ ∞

r1

r2dr2 exp(−2Zr2/a0)
}
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dado que r1 + r2 − |r1 − r2| = 2r1 si r1 > r2 y es r1 + r2 − |r1 − r2| = 2r2 si
r1 < r2

Dado que
∫ x

0

exp(−αr)r2dr = −e−xαα2x2 + 2e−xααx + 2e−xα − 2
α3

y
∫ ∞

x

exp(−αr)rdr =
(

e−xααx + e−xα

α2

)

El {} vale 2
(
− e−xαα2x2+2e−xααx+2e−xα−2

α3 + e−xααx2+xe−xα

α2

)
= −2 e−xααx+2e−xα−2

α3

de tal forma que la integral que nos queda es

− 2
α3

∫ ∞

0

(
e−2xααx + 2e−2xα − 2e−xα

)
xdx =

5
2α5

de tal forma que

∆E = 8e2

(
Z

a0

)6 5

2
(

2Z
a0

)5 =
5
8

Ze2

a0
=

5
4

mc2α2

2
Z

Esta es una contribución positiva (se debe a la repulsión entre los dos elec-
trones)que cuando Z = 2 nos da 34eV de tal forma que obtenemos para
E ≈ (−108.8 + 34) eV = −74.8eV que se compara bastante bien con el valor
experimental de −78.975eV. Notemos que hay un efecto que no hemos tenido
en cuenta y es el screening. Si escribimos la enerǵıa total cómo función de Z es

E + ∆E = −mc2α2

2
(2Z2 − 5

4
Z)

uno ve que si supone por ejemplo que hay que usar Z − 1/2 en lugar de Z se
obtiene mejor ajuste

Veamos ahora que es lo que pasa con los estados excitados. Dado que la
interacción conmuta con Lz vamos a calcular el shift solo para m = 0. El
corrimiento en la enerǵıa sera

∆E
(s,t)
1 =

e2

2

∫
d3r1

∫
d3r2 [φ∗100(r1)φ∗210(r2)± φ∗210(r1)φ∗100(r2)]

1
|r1−r2| ∗

[φ100(r1)φ210(r2)± φ210(r1)φ100(r2)]

= e2

∫
d3r1

∫
d3r2φ100(r1)|2|φ210(r2)|2 1

|r1−r2| +

±e2

∫
d3r1

∫
d3r2φ

∗
100(r1)φ∗210(r2)

1
|r1−r2|φ210(r1)φ100(r2)

= J21 ±K21

Vemos que J21 tieene un aspecto similar al que hemos evaluado para el

estado fundametnal (es decir una part́ıcula se mueve en el potencial generado
por la otra), el segundo termino tiene un aspecto que deriva del Principio de
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Pauli. Para evaluar estas integrales en forma precisa (cosa que no voy a hacer)
les reultaria util una expansión que se uda en FT1, i.e.

1
|r1−r2| =

1
r1

∞∑

L=0

(
r2

r1

)L

PL(cos θ) si r1 > r2 cambiando r1 À r2 si r1 < r2

Es entonces
∫ ∫

dΩ1dΩ2
1

|r1−r2| =
∞∑

L=0

rL
<

rL+1
>

∫ ∫
dΩ1dΩ2PL(cos θ)

y dado que 1
2

∫ 1

−1
d(cos θ)PL(cos θ) = δL0 (recordar que 1

2

∫ 1

−1
d(cos θ)PL(cos θ)PL′(cos θ) =

δLL′
2L+1 ) nos queda

∫ ∫
dΩ1dΩ2

1
|r1−r2| = 16π2

∞∑

L=0

rL
<

rL+1
>

que nos permitiria plantear las integrales radiales que nos quedarian por hacer.
Volvamos al calculo de la corrección de enerǵıa. La integrales J21 y K21 son

positivas (notemos que cuando uso la función de onda espacial antisimetrica esta
sentira menos la repulsión coulombiana que la que es espacialmente simetrica,
de tal forma que el triplete (que es espacialmente antisimetrica por ser simetrica
en spin) debe sentir menos repulsión coulombiana que el singlete y por lo tanto
estar mas baja en enerǵıa.

Aqui ha aparecido un efecto que es extremadamente importante: debido
a Pauli la interacción coulombiana genera efectos coimpletamentes distintos
sobre estados con distintos espines. Uno puede tener en cuanta ambos efec-
tos introduciendo lo que se llama una fuerza de intercambio. Notemos que
S2 = s2

1 + s2
2 + 2s1 • s2 lo cual implica que 2s1 • s2 = S2 − s2

1 − s2
2 de tal forma

que sobre un estado de spin uno es 2s1 •s2 = 1/2 y sobre un estado de spin cero
es 2s1 • s2 = −3/2 de tal forma que (1+4s1•s2)

2 da 1 actuando sobre un estado
de spin uno y −1 actuando sobre un estado de spin cero. Podemos entonces
escribir

∆ENl = JNl − (1 + 4s1 • s2)
2

KNl

Esta relación entre el spin y la interación de Coulomb es el origen de los
fenomenos magnéticos, es muy importante. (la interacción electrostatica es
mucho mayor que la interacción entre momentos magnéticos)
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