Cétedra Mindlin Fisica 1 (ByG), 2do cuatrimestre 2009

Guia 0. Matematica

Primer parte: Matematica Vectorial

1) Determine el médulo y la direccion de los siguientes vectores. Represéntelos graficamente.
a)A=(4;3) b)B=(20 cC=-2X-3) db=0X-5)

2) Halle las componentes cartesianas de los siguientes vectores:

al y b y o) y
la] =2

PR A

x n
* g = 270°

|al=1.5

|&] =3

3) Dados los vectores A y B indicados, halle graficamente su suma.
a)A =(-3; 2) B =(-2;5)

b)A talque |A| =2, 6=240° B talque |[B|=3, ©6=135°
A =(20) B =(0; 4)

4) Sean A vy B los vectores dados en el ejercicio anterior. Halle analiticamente las componentes cartesianas
y polares del vector A + B, y del A — B. ¢El mddulo del vector suma, C = A + B, es igual a la suma de
los moédulos de A y de B?

5) Halle el vector que tiene origen en el punto A y extremo en el punto B en los siguientes casos:
a) A=(2; -1) y B=(-5; -2).
b) A =(2; -5; 8) y B=(-4; -3; 2).

6) Dados los vectores:
A=(3X+2Y+32) B=@X-3)+2%) c=(2p-52)
efectue las siguientes operaciones:

a) (A-B)/|IC] + C

b) 5A-2C

c) 2A+B-C/5

Se define el producto escalar de dos vectores como A . B =| 4|| B|cos 8, donde 8
es el angulo que forman los dos vectores.

7) Efectle el producto escalar de los vectores Ay B, tales que |A| = 3 ;|B| = 2 y el angulo comprendido
entre Ay B es
a) 6=60° b)6=0° c)B6=90° d)6=120°
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8) Sean X, J, £, los versores usuales de la terna derecha mostrada en la figura, con X = (1;0;0) § =
(0;1;0) £ =(0;0;1)

Calcule X.X, X, X2, 0.%,9.9,0.2,2.X,2.9,2.%

9) Usando la propiedad distributiva del producto escalar respecto a la suma y los resultados del ejercicio
anterior, demuestre que si

A=A X +Ay P +A 2 B=B«X+By y+B:2
entonces
| AB= AxBx + AyBy + AsB: |

10) Efectue el producto escalar de los vectores Ay B y diga si en algln caso A es perpendicular a B.
a) A=3X-27 B=-X+3%
b) A =(2; 3;-1) B = (6; -5; 2)

Se define el producto vectorial como A X B =C tal que
a) |C|=|A||B|sen8, donde 6 es el angulo que forman los dos vectores

b) C tiene direccion perpendicular al plano determinado por Ay B
c) El sentido es tal que A, B y C tengan la misma orientacion en el espacio

11) Sean 7, J, k , los versores usuales de la terna derecha mostrada en la figura

Calcule i xi, 1xj,ixk

~0)
x
~o
~0)
x
~0)
~0)
x
ES)
ES)
x
~o
ES)
x
~0)
ES)
x
)

I

12) Usando la propiedad distributiva del producto vectorial respecto de la sumay los resultados del
€ejercicio anterior, demuestre que si:

A=Axi +Ay j+Ak B=Bxi +By j+Bz k

entonces AxB =(AyBz-AzBy; AzBx- AxBz; AxBy - Ay Bx)
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13) Sean los vectores A = (3; 2; 1) B=(1; 0;-1) C=(0;-2;4) calcule:

a) BxC

b) -4(BxB)- A
¢ (A+B)xC
d) (AxB).C

Segunda parte: Ecuaciones Diferenciales

14) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales. Es decir, encuentra las funciones y(t). En todos los
€asos, y, €s una constante.

d_y =2: = d_y =a: =
dy dy .

© d—f=e +2; y(0)=y, (d) d—f—sm<3t)=0; »(0) =y,
ﬂ = : = d_y =1 =

(e) ” 2y y(H) =y, (At " L yd) =y,

15) Suponga una colonia que tiene A, bacterias al tiempo t=0. Si la colonia crece a una tasa proporcional a
su poblacidn, entonces:

dN
— =k.N
dt
con k>0.
a) Resuelva esta ecuacion para encontrar V(%). Grafique cualitativamente la solucién.

b) ¢Cudnto tarda la poblacién inicial en duplicarse? éCuanto tiempo mas hay que esperar para que se vuelva
a duplicar?

16) La ecuacion del ejercicio anterior (crecimiento exponencial o Malthusiano) tiene una aplicacion limitada
porque no es razonable que la colonia siga creciendo para siempre. Una mejora es considerar que la tasa de
crecimiento depende del nimero de bacterias de forma tal que si &V es un nimero “chico” la colonia crezca
pero si es un nimero “grande” disminuya. Esto puede tenerse en cuenta de la siguiente forma:

a - r.N(l - NJ
dt k

En la ecuacidn anterior, r es una constante positiva y k (también positiva) se conoce como capacidad de
carga.

a) ¢Para qué conjunto de valores de A, la poblacion disminuye y para cuales crece?

b) ¢Para qué valores de A, la poblacion no crece ni disminuye?

c) ¢Existe algun valor de N estable? Por estable queremos decir que si //aumenta o disminuye respecto de

ese valor, la poblacién vuelve a ese valor.
d) Encuentre la solucién A(%). Para hacerlo considere la ayuda.

e) Grafique cualitativamente la solucion para distintas condiciones iniciales e interprete el resultado en

funcion de las respuestas anteriores.
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17) Sea X = (x ; y) una funcién de O en O Considere la siguiente ecuacion diferencial:

: dx dy
X=|&.D)N-(r.4
[dt’dtj (2:47)

Encuentre la solucién con condiciones iniciales X(z =0) =(1;1) y exprésela en forma vectorial.

18) Una reaccion quimica autocatalitica es una en la que la produccion de una sustancia esta estimulada por
la propia sustancia. Este proceso (retroalimentacion positiva) llevaria a un crecimiento descontrolado de la
sustancia en cuestion si no estuviera limitado de alguna forma. Supongamos que llamamos ¢ ala

concentracién de la sustancia Cy f(c) a su tasa de produccién por unidad de tiempo dc/dt . La siguiente

ecuacion es un ejemplo de una ecuacion que modela una reaccidn autocatalitica:

dc
ac _ = p molar 5 _ | molar 52
0 fe)=25, e

a) Haga un gréfico de la tasa de produccion en funcion de c.

b) ¢Para qué valores de ¢ la tasa de produccion es positiva y para qué valores es negativa?

¢) Si inicialmente la concentracion de C es 0.75 molar, ésubira o disminuird la concentracion con el tiempo?

d) Encuentre una expresion para c(¢).

19) Bajo ciertas condiciones que estudiaremos cuando veamos mecanica a escala celular y molecular, la
aceleracién de un objeto que se mueve en un fluido es a =—r.v, donde » es una constante positiva que
depende de la masa y de la forma del objeto y de la viscosidad del fluido. Si la velocidad inicial es v,>0,
encuentre la velocidad en funcién del tiempo para el objeto.

20) Un problema clasico de la psicofisica es como se traduce un estimulo fisico en una sensacién o
percepcion. Usualmente, los estimulos que percibimos, como la luz, el sonido y la presion, tienen una amplia
gama de intensidades, que varia en muchos érdenes de magnitud. Por esta razon, los mecanismos
sensoriales tienen que tener la doble capacidad de ser muy sensibles (detectar pequefios estimulos) y a la

vez tener un rango dinamico amplio (detectar estimulos de muy diversa magnitud sin saturar).

Este tema fue estudiado por Ernst H. Weber (1795-1878). En uno de sus experimentos clasicos, un sujeto
sostenia un peso con una mano y los ojos vendados. Lentamente, se iba agregando un peso extra y la
persona debia decir en qué momento empezaba a sentir que el peso cambiaba. Lo que Weber descubrio fue
que la percepcion era proporcional al incremento relativo en el peso. Es decir, si una persona sostenia

inicialmente 1 kg de peso y sentia el primer cambio cuando se agregaban 100 gr, esa misma persona
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necesitaria un incremento de 200 gr para sentir un cambio si sostenia un peso de 2 kg. En términos

matemadticos, si llamamos p a la percepciony s al peso:

Ap=k£,
s

donde k es la constante de proporcionalidad. Es decir, los cambios en la percepcion (Ap ) son

proporcionales a los cambios relativos en el peso ( As/ s ). Pasando As dividiendo y considerando cambios

infinitesimales, podemos escribir una ecuacion diferencial:

dp _k

ds s

a) Resolver la ecuacion anterior para encontrar la percepcion en funcion del estimulo (en este caso el

peso s ). Suponga que s, es el estimulo umbral debajo del cual no se percibe nada.

b) Suponga que si usa un estimulo de magnitud s, la percepcion es p; . ¢En cuanto se incrementa la

percepcion si se multiplica la magnitud del estimulo por 10? ¢Y si se vuelve a multiplicar por 10? Interprete

este resultado en términos de la ventaja de tener un rango dindmico amplio.

21) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden. Tome como condicién inicial en

todos los casos x(0) = x, y x'(0) =v, (Fy 4 son dos constantes)

aymx'"'=F; b) x''= At c) x"'=¢€'

Avuda: Muchas veces, para resolver una de segundo orden, conviene primero asignarle un nuevo nombre a
la derivada primera. Por ejemplo, en lugar de x”, usar x'=v y x"=V".

d’x

dar’

"—

, dx
Notacior. x'=— y x
dt

22) Probar que x =cos(3t) es una solucién de la ecuacién x''=-9.x
23) Encontrar una solucion para las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas
a) x"=-4.x; x(0)=3; x'(0)=0

b) x''=—4.x; x(0)=0; x'(0)=6

0 x"=-4x-12; x(0)=0; x'(0)=0



