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guia 4: Ecuacién de Dirac

. Considere el siguiente lagrangiano

L = ipy"0up — mpyp
Calcule las ecuaciones de movimiento y el tensor canénico de energia-momento. Mostrar que bajo transformaciones de
Lorentz, el tensor
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se conserva (es decir 9, M7 = 0).
. Demuestre que todas las soluciones de la ecuacién de Dirac son soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon.

Muestre que las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac definen una ecuacion de contlnuldad para cierta funcién p y cierta
corriente j (i.e. se pueden definir dichas cantidades de manera que v - ] E se desprenda de la misma ecuacién).
(Ayuda: reste la ecuacion de onda de su compleja-conjugada).

. Bilineales de Dirac

(a) Muestre que YT ()1 (2) no es un escalar ante transformaciones de Lorentz y que, en cambio, silo es ¢ (x)y%)(x) =
P(a)(z).

(b) Halle las propiedades de transformacién ante el grupo de Lorentz de los siguientes bilineales de Dirac:
DYy dPyy )y )Yy ) 9 [y ¢

. Demuestre que los siguientes operadores conmutan con el hamiltoniano de una particula libre de spin %
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donde o; son las matrices de Pauli y PX = — es el operador inversion espacial. Dé una interpretacion fisica para O y

Os.
. Otras representaciones de las matrices de Dirac.

(a) Muestre que ademads de la representacion estdndar (S) de las matrices de Dirac, la representacion de Weyl (W) o

quiral, .
o (01 i 0 o’
w={10) WT o 0

y la representacién de Majorana (M),
T =V8VE M = Y =08 T = 1593
también cumplen con la condicién {y*, "} = 2gH*.
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(b) Muestre que en la representacion quiral la funcién de onda se puede escribir ¢ = ( >, donde vy, representa

la parte de quiralidad left y 1 la parte de quiralidad right de la funcién de onda.

(c) Muestre que en la representacion de Majorana si ¢ satisface la ecuacién de Dirac con un acoplamiento e al campo
electromagnético, entonces ¥* satisface la ecuacion de dirac con acoplamiento —e.



7. Partiendo de la definicién de los operadores siguientes

1
Py = 5(1jm5)

demostrar las siguientes propiedades:
(a) P+ +P_=1
(b) (P:t)Z = Py (i.e. son proyectores)
() PLP_=0
(d) Y’ Pytp = Py

(e) v = e %w (en el limite ultrarelativista)

8. Se define el operador de helicidad como A=13. % (la proyeccion del spin sobre la direcciéon del movimiento), y el

operadores de quiralidad como +°. (Las proyecciones de quiralidad left y right se realizan con los operadores Py = #

respectivamente.)

>

(a) Demuestre que la helicidad se conserva (ayuda: escriba Y= ~v?+%4. (Lo puede demostrar?), pero que la quiralidad
(en general) no se conserva.

(b) Muestre que las ecuaciones de movimiento de ¢1, y 1r estan acopladas por la masa de la particula. (Ayuda, utilice
la representacion de Weyl. Las ecuaciones desacopladas para ¢r, g cuando m = 0 se llaman ecuaciones de Weyl.)

(c) Muestre que en el limite ultrarelativista las particulas left tienen helicidad negativa y las particulas right tienen
helicidad positiva. Luego, en este limite la quiralidad se deberia conservar: demuéstrelo.

9. La operacion de conjugacién de carga se define como
v = o’
donde la matriz C satisface las siguientes propiedades: C? = 1,CT = C,C(y*)*C = —y".
(a) Muestre que si 1) satisface la ecuacién de Dirac en presencia de un campo electromagnético, entonces ¢ satisface

la misma ecuacién cambiando ¢ — —e.

(b) Pruebe que en la llamada representacién standard de las matrices de Dirac, puede tomarse C' = iv2. De otra
posibilidad para C.

(c) Muestre que en la representacion de Majorana puede tomarse C' = 1.

10. Invarianza de gauge y acople electromagnético.

(a) Demuestre la invariancia del lagrangiano de Dirac frente a una transformacién global del grupo U (1) definida de la
siguiente manera

b — €Y
donde la palabra global significa que o no depende de las coordenadas espacio-temporales.

(b) Asumiendo una modificacién del lagrangiano de Dirac dado por
0, — D, =0, +ied,,

deducir la regla de transformacion de la funcién A,, para que el nuevo lagrangiano sea invariante ante la transfor-
macién U (1) local (i.e. donde local significa que « es ahora una funcién de las coordenadas espacio-temporales).

(c) Verificar, luego, que esta transformacion obtenida para el A, no afecta al término cinético F},, F'** del campo de
Maxwell (donde se asumi6 la identificacién del campo A,, como el campo electromagnético).



11. Considere el lagrangiano de Dirac y las siguientes transformaciones de los spinores
b = e
v — eiﬁ%w
siendo «, [ € R.

(a) Construya las corrientes de Nother asociadas a ambos transformaciones y especifique en qué casos se conservan.

(b) Escriba las transformaciones y las corrientes explicitamente en términos de los spinores ¢'r v ..

12. Si
P(x) =u(p,s)e”"  Y(x) = v(p,s) e
son las soluciones de onda plana de la ecuacion de Dirac para un electrén y un positrén, respectivamente, de momento p’
y spin s, entonces

(a) muestre que u(p, s) y v(p, s) satisfacen cada una las siguientes ecuaciones:
(ﬁ_m) U(ﬁ,S) = 07
(p+m)v(p,s) = 0.

(b) muestre que la forma explicita de estas soluciones de onda plana se puede obtener a partir de la solucién en reposo
(p = 0) através de

oo btm
u(p,s) = TR (0,5),
D, = 7—,{)—&—771 (0, s

(Observe que esta es una buena alternativa al "boost’ del ej. 4.)

(c) muestre que

Sl s)eu(fs)y = (*’;f“)w
Lo _ (b—m
S = (420
13. Aplique el formalismo de segunda cuantificacién a la ecuacién de Dirac para un campo de spin 1/2 . Para esto, use una

expansion en ondas planas
(r) _ 1 X —ier (wpt—p-T)
Lz, t) = | —wr(p)e r
¢p ( ) (271_)3 wp (ﬁ)

donde el indice r = 1,2(3,4) indica las soluciones de energia positiva(negativa) w, = £+/|p]? + m?. Muestre que el
Hamiltoniano cudntico, en la teorfa de Dirac, puede escribirse

i = [ @Y, (0407 + dL (o ) - Eo,

donde F) es un término infinito, pero constante, que representa la energia del mar de Dirac.

14. Muestre que el propagador de la ecuacién de Dirac estd dado por

4 ) 1 af
sy = [ LI [}

(2m)* Yk —m
— d*k e—ik~(x—y) h/uku + m] of
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siendo los indices « 3 los de la representacién spinorial (omitidos usualmente por convencion).



15.

16.

Parta de la hipdtesis de que el campo de Dirac se escribe

3 ™ . ‘
o) = [ a5y 5 (05l s)e ™ 41000 ),

pero que desconoce si los operadores de creacion y destruccion satisfacen la reglas usuales de conmutacion o anticon-
mutacion.

Teniendo en cuenta que los observables son construidos como combinaciones bilineales de los operadores de campo:
A(z) = o (x) Anp(x)s(x) donde Ayg es una matriz de Dirac consistiendo en c—numbers y posiblemente operadores
diferenciales p.e. A/, 5= eyt 5: Muestre que el requisito de que "dos observables medidos en puntos a distancia space-
like no pueden interferir entre si" implica que los operadores de creacion y destruccioén deben satisfacer las reglas usuales
de anticonmutacion.

Concluya que la hipétesis de causalidad impone la estadistica de Fermi-Dirac para las particulas de spin 1/2. Teniendo
en cuenta que los bosones de spin 0 no cumplen esta estadistica, ;puede aislar en qué paso el spin de la particula juega
este papel decisivo?

Muestre que el anticomutador entre dos operadores de campos de Dirac () y ¥(y) para diferentes argumentos tempo-
rales 2 y yo esta dado por (iv*0,, + m).piA(z — y) siendo A(x — y) la funcién de Pauli-Jordan

A(x—y):—/(dgk sin[k-(z—y)}.

27T)3 WE

Luego, concluya que a distancias space-like estos dos operadores conmutan.



