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Algunos problemas resueltos de la Guia 2
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Dy y Ds son dos plataformas rotantes, como se muestra en la figura. D; se mueve respecto al sistema de
laboratorio con velocidad angular wy. D+ se mueve respecto a )1 con velocidad angular w,. Una particula de
masa m se mueve libremente sobre D,. Escriba el lagrangiano del sistema en términos de las coordenadas

polares p y ¢, de un sistema fijo a D,. Halle las ecuaciones de movimiento de la particula e interprete.
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» Solucién. Las unicas fuerzas que actian sobre la particula son aquellas que la mantienen sobre la segunda
plataforma. Estas fuerzas son de dos tipos. Una fuerza normal que confina a la particula sobre el plano de las
plataformas, y otra fuerza que actia s6lo cuando la particula estd por atravesar los limites de ;. Mientras la
particula no llegue a los limites de la segunda plataforma, el problema a resolver es el de una particula libre

sobre un plano, y, por lo tanto, habra dos grados de libertad.

Y

Si tomamos un sistema de referencia inercial, con ejes cartesianos © € Yy y cuyo origen coincide con

el centro de la primera plataforma, la posicion de la particula estd determinada por sus dos coordenadas



cartesianas, r = xZ + ¥y, y, puesto que sobre ella no actdan fuerzas, la ecuaciéon de movimiento es mr = 0.
Es decir, la particula se mueve segtin una recta en el plano xy. Esto resuelve el problema desde el punto de
vista del sistema inercial fijo en el centro de la primera plataforma.

Pero lo que se pide es encontrar las ecuaciones de movimiento en el sistema de referencia fijo a la segunda
plataforma. Hay varios caminos para hacer esto. El mds directo serfa escribir r en términos de las coor-
denadas del sistema fijo a Ds. Si se usan las coordenadas polares p y ¢ ligadas a D, deberiamos escribir

primero r = r(p, ¢, t), transformando de unas coordenadas a las otras
r=x(p,ot),  y=yp, 1),

y luego ver qué significa la ecuacion ¥ = 0 cuando r depende del tiempo implicitamente a través de p y
de ¢ y explicitamente a través de la transformacion de unas coordenadas a otras; es decir, la ecuacién de

movimiento seria
. d[.0r .Or Or|
I‘—E pa—p—i- a—qb—f‘g = 0.
Por ahora no nos molestaremos en calcular las segundas derivadas. Mds adelante retomaremos este camino.
Lo que queremos hacer es obtener las ecuaciones de movimiento en el sistema de referencia fijo a Ds a
partir de las ecuaciones de Lagrange. Para eso habrd que usar como coordenadas generalizadas las asociadas
al sistema de referencia fijo a la segunda plataforma.

En general las ecuaciones de Lagrange son

iaT _ oT
dtdq¢;  Og;

= Qia
donde la fuerza generalizada (); estd dada como una suma sobre todas las particulas,

_ (a) Orj
Qi—ZF]‘ a_qz
J

Como no hay fuerzas aplicadas sobre la particula, en este problema las ecuaciones de Lagrange se reducen a

doT oT

— = =1,2.
atog  oq

La forma final que adopten estas ecuaciones dependera de la eleccion de las coordenadas generalizadas. Si

se usa, como al principio, el sistema de referencia inercial, ¢; = y g2 = ¥y, y la energia cinética es

R TR ST R
T—va —Qm(az —i—y).

Debido a que 7" no depende explicitamente de las coordenadas, las ecuaciones de Lagrange son muy simples,

dor . dor .
ator atoy 7

Este era el resultado esperado.



La siguiente figura muestra la relacion entre los distintos sistemas de referencia, en el instante t = 0 y en

un tiempo posterior.

t=20 __;":; wat

wlt

El sistema con ejes = e y esta fijo en el centro de la primera plataforma. El sistema con ejes 2’ e ¢’ rota
con la primera plataforma, con velocidad angular w;. A su vez, el sistema de ejes 2" e y” rota respecto del
sistema primado con velocidad angular ws. En la figura se ha supuesto que en ¢ = 0 los tres sistemas de ejes
comparten la misma orientacion.

Debido a que la posicién y la orientacion del sistema de ejes fijo a la segunda plataforma son funciones
conocidas del tiempo, dar las coordenadas de la particula usando este sistema de referencia es una descripcion
suficiente de la posicion de la particula. La figura de abajo muestra como puede definirse la posicion de la
particula en términos de la posicion del origen fijo a la segunda plataforma, r(, y del vector r; que da la

posicion de la particula respecto de este origen. Es decir,
r=ry+r. (D)

El vector r; puede definirse usando las coordenadas polares p y ¢ asociadas a ” e 3”. En las figuras se ve

que el dngulo que forma r; con el eje x del primer sistema es (w; + wo)t + .

wlt




De manera que si a tiempo ¢ se dan los valores de p y ¢ la posicion de la particula queda determinada por la
Ec. (I) con

ro = Ry cos(wit) & + Ry sin(wit) g,
r1 = pcos[(wy +wr)t + @] T + psin [(wy + wa)t + &) 7,

donde R; es el radio de ;. Hay una forma mds préctica de escribir esto, definiendo el vector unitario
pla) = cosat +sinay.
Asi resulta
r =ro+r; =R plwit) +pp(Qt +¢), 2)

donde 2 = w; + wo. En las figuras anteriores es claro el significado de €2: es la velocidad angular de la
segunda plataforma respecto del sistema inercial xy. En un tiempo ¢, la segunda plataforma gira un dngulo
(w1 +wq)t = Q. Notar, ademds, que las funciones que relacionan los dos sistemas de coordenadas dependen
explicitamente del tiempo. Podemos descomponer la ecuacion anterior en sus componentes cartesianas seguin

el sistema xy,

x = Ry cos(wit) + pcos(Qt + ¢),
y = Ry sin(wit) + psin(Q + ¢).

A partir de aqui es fécil calcular la velocidad de la particula y su energia cinética en términos de las variables
p, ¢, desus derivadas y del tiempo. Sin embargo, es quizd mds préctico trabajar directamente con la ecuacién
vectorial (2)).

Por el modo en que se definen los vectores p, es evidente que el dngulo entre p(«) y p(5) es a — 3, o,

en otras palabras,

pla) - (B) = cos(a — B).
Ademds la derivada temporal del vector p(«), dada por

d

—pla) = —asinaz + acosay,
dt

estd en la direccién del vector unitario ¢(cv),
¢(a) = —sinax + cosay.

Los vectores py 95 son perpendiculares, y no son otros que los versores asociados a las coordenadas polares
ligadas al sistema 2y. El dngulo entre los vectores ¢(cr) y ¢(3) sigue siendo ov — /3, porque ambos estdn

rotados 90 grados respecto de sus vectores p,

~

d() - $(B) = cos(a — B).



Haciendo explicitamente el producto escalar o de manera grafica puede verse también que

pla) - ¢(B) = sin(a — B).

Tener en cuenta estas propiedades permitird calcular mds facilmente la energia cinética. Empecemos por

tomar la derivada temporal de r, escrito como en la Ec. (2),
v=1=wR dwit) + (Q+)pd(Q + ) + p QL + ). 3)
Para calcular el médulo al cuadrado conviene seguir operando vectorialmente, usando la siguiente igualdad
(a+b+c)-(a+b+c)=a’+b*+c*+2@@-b+a-c+b-c).
Asfi se obtiene

v = (Wi R+ (Q+ 0)2p* + 57 + 2w Ry d(wit) - [(Q+ @)pd(Qt + ¢) + p p(Qt + ¢)

+2(Q+ 9)pp QU + @) - HQU + ¢).

El dltimo producto escalar es cero, puesto que, para iguales valores de su argumento, p y ngﬁ son ortogonales.
El resto de los productos escalares puede hacerse con la ayuda de los resultados deducidos mds arriba. El

resultado final, teniendo en cuenta que {2 = w; + ws, €s
v = (Wi R)*+ (Q+ QS)QpQ + p* 4 2w Ry [(Q + ¢)p cos(wot + @) + psin(wqt + <b)] )

Las ecuaciones de Lagrange asociadas a p y ¢ son

dor_or _
dtop op
daor ot _
dtod 0o

donde

T = %mv2 = %m{(wlRl)Q + (Q+ )% + p* + 2w Ry [(Q 4 @)p cos(wat + ¢) + psin(wat + qﬁ)} }



Antes de ponerse a hacer las derivadas, conviene ver si hay términos que puedan omitirse en 7" sin modi-
ficar las ecuaciones de Lagrange. El més evidente de esos términos, en este caso, es la constante m(w; R1)2 /2.
Menos evidente, pero de mayor importancia préctica, es notar que dentro del ultimo corchete puede identi-
ficarse la derivada total respecto del tiempo de una funcién de las coordenadas y el tiempo. Para ver esto

escribamos
(Q+ ¢)p cos(wat + ¢) + psin(wat + ¢) = wip cos(wat + ¢) + (w2 + G)p cos(wat + @) + psin(wst + ¢).

Los dos ultimos términos forman la siguiente derivada

(wa + @)p cos(wat + @) + psin(wat + @) = % [p sin(wot + qﬁ)} :

Es posible entonces omitir estos dos términos en la expresion de 7' sin afectar las ecuaciones de movimiento.

En definitiva, podemos reemplazar 7' por

1 .
1= Lf(@ 4 0 4 P+ 202 costint + ).

Si no nos hubiéramos dado cuenta de que podiamos descartar términos, tendriamos que haber calculado
muchas mds derivadas, pero al final del cdlculo varias expresiones se hubieran cancelado entre si. Es preferi-
ble simplificar antes de derivar.

Abajo figuran las ecuaciones de Lagrange; ustedes completen los pasos intermedios:

p—(Q+ )%p — wiRy cos(wat + ¢) = 0,

P2h 4+ 2pp(Q + ¢) + w? Rypsin(wst 4 ¢) = 0. (4)

Como, pese a todo, la particula estd libre y se mueve de acuerdo a la ecuacioén ¥ = 0, el par de ecuaciones
de Lagrange (4) es una forma complicada de escribir un resultado muy simple. Una forma de verificar si las

Ecs. (@) son correctas es calcular explicitamente i a partir de la ecuacion (2),
r = Ry p(wit) + pp(Q2 + ¢).
La velocidad 1 qued¢ escrita en la Ec. (3)),
i =wiRi o(wit) + (2 0)pd(Qt +¢) + pp(2 + 9),

asi que solo resta derivar una vez mds. Al derivar los vectores p y ¢ hay que usar que

En definitiva,

=~ plnt) + [Bp+ (@4 6)5] (0 +6) = (2+ PP p(2 + )

+p P+ ¢) + (2+ ) p S + ).



Debido a que es una ecuacion vectorial (en el plano), pueden sacarse de aqui dos ecuaciones independientes,
proyectando en dos direcciones no paralelas. La eleccion natural es proyectar la ecuacién r = 0 segun

p(Qt + @) y segin ngS(Qt + ¢), que son dos direcciones perpendiculares entre si. Con esto resulta

P+ @) - F = p— (24 ¢)°p — wi Ry cos(wat + ) =0,

OOt + ) - T = po + 2p(Q + ¢) + W Ry sin(wat + ¢) = 0. (5)

Este par de ecuaciones coincide con el que habiamos obtenido antes.
No es dificil interpretar cada término en las ecuaciones anteriores. Si 1?; fuera cero, la segunda plataforma
estaria fija en el origen del sistema inercial zy, pero rotando con una velocidad angular €2 en la direccién z.

En estas condiciones, las ecuaciones de movimiento (5) se reducen a lo siguiente:

p— pd* = 2Q po + pQ,

pod + 2pp = —20p. (6)

En los miembros de la izquierda figuran las componentes de la aceleracion en coordenadas cilindricas, res-
pecto del sistema de ejes de la segunda plataforma. Es la expresion habitual de la aceleracién en coordenadas
polares. Para distinguir esta aceleracion de la calculada respecto de los ejes fijos, la llamaremos con el

simbolo [t1],.,

1], = (5 — pd?) (U + 0) + (pd + 2p) GO + ).

Lo que haremos ahora serd mostrar que a la derecha de la Ec. (6)) figuran las fuerzas inerciales correctas.
Recordemos que para un sistema que rota con velocidad angular €2, las fuerzas inerciales son la fuerza

centrifuga,
Feent = —m Q2 x (2 x1) = —m(Q-1)Q+mQry, (7
donde r; es la posicion de la particula respecto del origen del sistema rotante, y la fuerza de Coriolis,
Foor = —2m(Q X [14],), (8)

donde [11], es la velocidad de la particula respecto del sistema rotante. Hay que tener mucho cuidado en hacer
esa distincién. Una particula en reposo en el sistema inercial tendrd 7, = 0, y sin embargo [f], = — X ry.

Por definicidn, si los versores cartesianos 2" (t), §”(t) y 2(t)” son los asociados al sistema rotante, es
(1) = & () 27 (1) + 5" (0) §" + 2" 2 )

Aunque son funciones del tiempo, los versores 2”7, §” y Z” quedan sin derivar en esta expresion. En general

puede demostrarse que

[fl]r = f‘l — 0 x r.



Es facil comprobar, usando lo anterior, que la velocidad de la particula respecto de la segunda plataforma

estd dada por la formula habitual para la velocidad en coordenadas polares,

[B1], = p QU + ¢) + pd 9(QU + ¢).

Esto puede hacerse aiin mds evidente si en lugar de usar los vectores p y ¢ asociados al sistema inercial,

usdramos los vectores p,. y ngﬁr del sistema asociado a Ds, relacionados entre si por
pe(d,0) = PO+ 0),  Orl(d1) = D(Q + 9).
Entonces,
i) = p6r(0,) + PO 01 (0,1).

Asf se ve que esto no es mds que una traduccion de la ecuacién (9) al sistema de coordenadas polares fijo a
Ds.
Ahora bien, como (2 estd en z, al calcular el segundo miembro de la Ec. resultara

Qxp=¢, QAxop=—p

A

Asi, la fuerza de Coriolis (siempre en el caso especial en que R; = 0) seria
Feoor = —2m{2 [/bcz@(Qt + ) — pod p(Q + cb)} :
A su vez, como el movimiento es plano, con {2 perpendicular a ry, la fuerza centrifuga (7)) es simplemente
Feene = mQir; = mQ%p p(Qt + ¢).

Reuniendo todo, y descomponiendo cada fuerza en las dos direcciones p(Qt + ¢) y ¢E(Qt + ¢), es facil
ver que las fuerzas inerciales dan lugar a los segundos miembros en las Ecs. (6).

La diferencia entre el par de ecuaciones (6) y las ecuaciones completas, Ecs. (3], estd en los términos
proporcionales a R;. Estos términos provienen de una tercera fuerza inercial, asociada a la aceleracion 1 del

origen del sistema de ejes fijo a la segunda plataforma,

f‘o == —W%Rl ﬁ(wlt)



Esta aceleracion tiene moédulo w%Rl, estd en la direccion de 2’ y tiene asociada una fuerza inercial, en el

sistema fijo a D5, igual a
F. = mwiR; plwit).

Su proyeccién sobre p(2t+¢) es proporcional a cos(wst+¢), y su proyeccién sobre gE(Qt—i—gzﬁ) es proporcional
a menos sin(wsyt + ¢). Estos son los términos que faltan en @ para llegar a .

Con todo esto a la vista, las ecuaciones (5] se reescriben como
m[fl]r = FCor + FCent + Fav

y ahora cada término tiene un significado concreto.

Problema 4

Para el sistema de la figura, hallar la aceleraciéon de cada masa, utilizando: |

(a) Las ecuaciones de Newton y condiciones cinematicas. L
(b) El principio de los trabajos virtuales (PTV). Jg
m
(c) Las ecuaciones de Lagrange. 1 I
(d)* Repita (a) y (b), pero ahora las poleas tienen masa M y radio R. ms
ma

m Solucion. (a) La figura muestra las fuerzas que actian sobre cada masa y sobre la segunda rueda.

T, T,
mig
T T 1 1 —Ty
Ty C2
ms3g
Y mog

El problema puede considerarse unidimensional. Midiendo la coordenada y a partir del centro de la primera
rueda, las ecuaciones de Newton para cada masa son

mygy = mag — 11,

maye = maeg — 1o,

mays = mzg — 1s. (10)



Las incdgnitas son cinco: las tres aceleraciones g; y las dos tensiones 7 y T5. En verdad ni las posiciones
ni las aceleraciones de las masas son independientes. Con la ayuda de la siguiente figura es facil deducir la

relacion entre las tres posiciones.

C1

L—c—uy

Y1 Co

[i-a-bn-t-a-w)

Y2

La posicidn de la tercera masa es la suma de las longitudes L —c; —y; y [ —co — [yg —(L—c — yl)},
Yz = 2(.[/ — Cl) + [ — Cy — (23/1 +y2)7

donde ¢; y ¢, son iguales a la mitad del perimetro de cada rueda, y L y [ son las longitudes de cada soga. En
términos de las aceleraciones, la ecuacién anterior implica §j3 = —(2%; + iJ2). Esta relacién reduce a cuatro
el nimero de incégnitas. Como hay tres ecuaciones atin falta algo. La ecuacion faltante es una relacion entre
las dos tensiones. Puesto que se ha asumido que la masa de las ruedas y sogas es despreciable, a partir de las
fuerzas que actian sobre la segunda rueda puede verse que 1) = 275.

En definitiva, podemos escribir un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas,

miy = mig — 215,
Maljs = mag — 15,

—m3(291 + Yo) = mag — T.

Al despejar se obtienen las ecuaciones de movimiento y la tension 75,

8gmimams

i — e — ’
19 19 dmaoms + mq(mg + ms)

dgmimaoms

i — o — ’
292 29 dmaoms + mq(mg + ms)

4gmimams

T, (11)

- dmoms + mi(ma + ms)

En lugar de haber usado y; e y» como variables independientes, podriamos haber elegido como segunda
variable no - sino la posicion de la segunda masa respecto del centro de la segunda rueda, como muestra la

figura siguiente.

10
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m

Y1 ! I

Y3 5 ® M3

Y2 Ty

En la figura se ha llamado « a la posicion de la primera masa (lo que antes llamamos ;) y 3 a la posicién de

ms respecto del centro de la segunda rueda. Puede verse que las tres posiciones quedan escritas en términos

de o y 8 como

Uy = q,
yQZL_Cl_Oé+B7
ys=L+1l—ci—co— (a+p).

Derivando dos veces respecto del tiempo se obtiene
Usando que 77 = 275, las ecuaciones de Newton (10) en términos de las nuevas variables son

my& = myg — 2715,
my(—d + 5) = mag — T3,
—mg(& + B) = mag — To.

Si a la primera ecuacion se le restan las otras dos, se elimina 75 y resulta
(mq + mg + mg)d = g(my — mg —mg).

Del mismo modo, si a la segunda ecuacion se le resta la tercera, se obtiene

(_mQ + mg)Oé + (m2 + m;;)ﬂ = g(mg — mg).

Finalmente, despejando entre el par de ecuaciones (13)) y (I4),

o mq (m2 + m3) — 4m2m3

© my(mg +mg3) + dmams

A=

2m1 (m2 — mg)

mq(mg + mg) + dmaoms

11

(12)

(13)

(14)



De manera alternativa, estas mismas ecuaciones se pueden obtener usando el resultado anterior, Ecs. (I1). El

valor de & se identifica directamente con el de ;. Por otro lado, escribiendo

B =1 + Yo,

y combinando las dos primeras ecuaciones 1| se obtiene [3.

En lo hecho hasta aqui, para encontrar las ecuaciones de movimiento no fue fundamental usar desde el
comienzo tantas variables como grados de libertad tiene el sistema. Esa reduccién en el nimero de variables
se hizo necesaria recién cuando vimos que habia mds incégnitas que ecuaciones. En los dos métodos que

mostraremos a continuacion, la identificacion de un conjunto minimo de variables sera esencial.

m (b) Ahora mostraremos cémo aplicar el principio de D’ Alembert para hallar las ecuaciones de movimiento.

Este principio queda enunciado por la siguiente ecuacién
> pi-or; =W (15)

La suma es sobre las particulas que componen el sistema, los desplazamientos dr; son desplazamientos
virtuales, compatibles con los vinculos en cada instante, y 61V es el trabajo de las fuerzas aplicadas al realizar
esos desplazamientos. Las cantidades p; = m;Vv; son los impulsos de cada particula. El objetivo es escribir
la ecuacion anterior expresando todas las cantidades en términos de un minimo de variables independientes.

Las variables o y [ son un conjunto minimo posible de variables para describir el sistema de las tres
masas. Como todo ocurre sobre el eje y, omitiremos indicar el cardcter vectorial de las diversas cantidades.

A partir de las relaciones de transformacién (I2), los impulsos de las tres masas son

pr=mid, po=mo(—a+pB), p3=-—ms(a+p),
y sus derivadas temporales

pr=mid, Py = my(—a+ 5), p3 = —ma(a + 5)
El trabajo de las fuerzas aplicadas es debido tinicamente a la gravedad,

W = g(m10y; + madys + msdys).
Los desplazamientos pueden escribirse en términos de dav 'y /3,
dy1 = oo,  Oys = —da+ 083, dys = —(da+ 0f3).

Asi

W = g[(m1 — ma — m3)da + (ma — m3)dp].

12



Ya tenemos todo lo necesario para escribir (15)). Agrupando términos proporcionales a daw 'y 03, resulta

(my + mg +m3)a + (—msg + mg)ﬁ] da+ [(—mg +mg3)& + (mg +m3)3| 68
= g[(ml — my — mg)oa + (mg — mg)éﬁ]. (16)

Puesto que los desplazamientos segiin « y [ son independientes, igualando los coeficientes de v 'y /3 a

cada lado de la ecuacion, resultan estas otras dos ecuaciones:

(m1 +mg +mg)d + (—mq +ms3)B = g(
3 =g(

(—mg + m3)a + (mg + m3)5
Estas son las mismas ecuaciones que escribimos antes, Ecs. (13)) y (14). El siguiente método que veremos es

my — Mmoo — m3),
mo —mg).

el de las ecuaciones de Lagrange.

m (c) Conocido el lagrangiano del sistema como funcion de las coordenadas y las velocidades generalizadas,

las ecuaciones de movimiento son

doL oL
dt g 0q;

Para el problema en cuestion, las coordenadas son « 'y /3, y el lagrangiano se calcula como la diferencia

entre la energia cinética y la potencial,

1 . ) )
L= B [mly% + m2y§ + m3y§} + g(mayr + mays + msys),

donde se entiende que todas las posiciones y velocidades deben escribirse en términos de oy Sy de sus
derivadas. Explicitamente,

L = 5 [mlo'zz -+ mQ(a — 5)2 —+ m3<04 + 6)2] -+ g[(ml — My — mg)Oé —+ (m2 — mg)ﬁ

+9[2(L —c1) + (I — c2)] - (17

El dltimo término es una constante irrelevante. Ya podemos calcular cada término de las ecuaciones de

Lagrange. Por ejemplo,

d 0L . 3
Ea_oé = (m1 + mg + m3)oc + (_m2 + m3)6’
oL

Entonces, la primera ecuacién es

(my + mg + mg)d + (—mg + mg3) 5 = g(my — my — mg3).

13



Del mismo modo se obtiene la segunda ecuacién. Es inmediato comprobar que se reproducen los resultados

obtenidos por los otros dos métodos.

= (d) En todo lo anterior se ha supuesto que las ruedas que forman las poleas no tienen masa. Ahora veremos
como se modifican los resultados si se supone que las dos ruedas tienen masa M y radio R. La aplicacion
directa de las ecuaciones de Newton quedard como ejercicio, lo que haremos aqui serd, primero, aplicar el
principio de D’Alembert, luego escribiremos, de manera mads directa, el lagrangiano y las ecuaciones de
Lagrange.

Restringiéndonos al caso de ruedas en forma de disco plano, de masa M y radio R, debemos ver cémo
calcular los términos ), p; - dr; y 6W asociados a los desplazamientos de cada rueda.

Para eso, supongamos que el centro de la rueda, ubicado en la posicién ry = ¥, ¥, sélo puede moverse
sobre el eje y, y supongamos que la rueda puede a su vez puede girar alrededor de su eje. Llamemos w a su
velocidad angular, que estard en la direccién z. Puede pensarse que la rueda estd compuesta por un conjunto
de particulas de masa m; y cuyas posiciones son r;. La posicion relativa de cada particula al centro de la
ruedaes R; = r; — ro. Si el centro de la rueda se desplaza una cantidad &y, sobre el eje y, y a su vez si la
rueda gira un dngulo 06 respecto de su eje, el desplazamiento de cada particula de la rueda es la combinacion

de una traslacién y una rotacion:

La figura de abajo muestra el efecto de cada uno de estos dos desplazamientos. El resultado final, a mas bajo

orden en 0y, y 06, es independiente del orden en que se efectien los desplazamientos.

0yo U .\

/502 xR,
Yo U
Similarmente, la velocidad de cada punto de la rueda es
I, =gy +wz xRy, (18)

donde 7, es la velocidad del centro de masa y w la velocidad angular de la rueda alrededor de su eje. La

aceleracion se calcula derivando la ecuacion anterior,

i, =g+ wi xR, +wz xR,
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Asuvez, R; = F; — oy puede leerse de la expresién . En definitiva,
fi=j0g+wixRi+wzx (2xRy).
Como la rueda estd contenida en el plano zy, el dltimo término se puede simplificar
ix(2xR) =(2-R)2—-R; =-R,,
con lo que resulta
¥ =90y +wixR; —w’R,.

El significado de cada término en esta expresion es bastante evidente. Conocida la aceleracion, para cada
particula de la rueda es p; = m,r;.

Estos son todos los elementos necesarios para calcular la suma ) . p, - 0r;. Deberian obtener

D picory =Y mi (o + w2 x Ry —w Ry) - (6yo 3 + 060 2 x Ry)

5y0 +

= [yo (Z m> + (@i —w?p) - (Z miRi)

W (Z m; |2 X Ri|2> + o (Z miRZ) x] 50.
i 4 (19)

Es claro que Zl m; = M. Por otro lado, la suma ZZ m;R,; es la posicion del centro de masa de la rueda
respecto del centro de masa de la rueda, y por lo tanto es el vector nulo. La suma ) . m; |2 X Ri\z puede

escribirse de esta manera:
i i

Esto es lo que uno llamaria el momento de inercia de la rueda respecto del eje z. Mds atin, como cada vector

R, estd en el plano xy, simplemente queda

En realidad la suma es una integral sobre el disco, con una densidad superficial de masa igual a M /(m R?):

R 2T 2
M MR
/0 pdp /0 ¢ P 7
que es un resultado conocido.

Al final, lo tinico que queda de la Ec. (I9) es

sz - or; = Mijgdyo + Twdb.
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Ahora hay que calcular el término 61//. La tnica fuerza aplicada sobre la rueda es su peso. La suma de

los trabajos virtuales sobre todas las particulas es
oW = Znggj ST = Znggj - (0yo g+ 06 2 x R;) = M goyo.

Aqui se ha usado nuevamente que
i

Volviendo al problema de las dos poleas, hay que notar que la primera polea estd fija, de modo que

dyo = 0. Ademads, debido a que no hay deslizamiento, su rotacion esta ligada al movimiento de la masa m;,

591 = %, W = %
(Recordar que o = y;.) La posicién del centro de masa de la segunda rueda estd en yy = L — ¢; — « (ver las
figuras mds arriba), de modo que dyp = —da y %o = —c. Larotacién de la segunda rueda estd ligada a la
variacion de 3,
B L
R )

R

La expresion completa del principio de D’Alembert para el sistema de ruedas y masas se consigue

00,

sumando las contribuciones de las ruedas a lo que habiamos calculado anteriormente para las masas, Ec.

(16). Deberian poder llegar a la siguiente expresion:

(—ma + ma)d + (my +ma) 5 + 5

R | %

i
[(ml + mg + mg)i + (—mg + m3)f + R—O; + M@} da+

_ g[('rm —my —ms — M)da + (mg — ms)fw]-

De aqui se deducen las dos ecuaciones de movimiento,

I .
(m1+mz+m3+M+§)d+(—m2+m3)5=g(m1—mg—mg—M),

) 7\ .
(—mg + m3)a + <m2 +m3 + ﬁ) B = g(mg —mg).

Un camino menos arduo para obtener las ecuaciones de movimiento es calcular el lagrangiano del sistema.
Hay que tener en cuenta la energia cinética de las ruedas y su energia potencial. Al lagrangiano escrito en la
Ec. (I7), hay que sumar la siguiente contribucién debida a las ruedas:

= timazyll (oﬁ n 52) 4 g(L— e —a)M.
2 2 R?
El primer término es la energia cinética asociada a la traslacién de la segunda rueda, el segundo término es la
energia cinética de rotacion de las dos ruedas, y el dltimo término es menos la energia potencial de la segunda
rueda. Las ecuaciones de movimiento se obtienen inmediatamente y coinciden con las que hallamos antes.

Hay que notar cudnto mds simple es escribir el lagrangiano que aplicar el principio de D’ Alembert.
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Problema 5

Dos particulas de masas m; y msy estdn unidas por un hilo inextensible de longitud /; m; se mueve s6lo

sobre el eje x y ms s6lo sobre el y. Las condiciones iniciales son las que indica la figura.
(a) Halle la ecuacion de movimiento para 6 utilizando el PTV.
(b) Halle la ecuacién de Lagrange para 6.
(¢) Simy; = mgy = m, halle la tension 7" en el hilo como funcién de 6.
(d) ¢Cual es el periodo de movimiento en este caso? Suponga que 6 s6lo puede tomar valores pequefios.

mi

Y1 g

Y

m (a) Si queremos resolver el problema usando el principio de D’ Alembert o de trabajos virtuales, debemos

calcular los dos miembros de la ecuacién

Las unicas fuerzas aplicadas son los pesos de las dos particulas, pero como la primera particula se mueve

sobre el eje horizontal, s6lo el peso de la segunda particula realiza trabajo. Inmediatamente podemos escribir

2
Z P; - 0r; = myd1 01 + Mol Yo,
i=1
oW = msgdys.
Luego,
m1Z10x1 + Maljs 0ya = Magdys. (20)

Para que esta ecuacion sea util, todo debe quedar escrito en términos de un conjunto minimo de desplaza-

mientos independientes. Una variable adecuada es el angulo 6.

[sin @

9\ l

lcosf

17



Conocido 6, las posiciones de las dos masas quedan determinadas completamente,
x1 = [lsiné, Yo = lcosb.
Derivando dos veces respecto del tiempo se obtiene
iy = 1(fcos b — 62 sin 0), ijs = —1(0sin 0 + 62 cos 0).
Por otro lado,
0x1 = lcos b, 0yo = —1sin 6 40.
Ademas,
OW = magdys = —moglsin 6 66.
La Ec. (20) se lee entonces como
[l2(m1 cos? 0 + my sin® 9)9 + 1% sin 0 cos O(my — m1)92] 00 = —moglsin 6 56.
Finalmente,

(my cos® 6 + my sin® 0)6 + sin 6 cos §(my — my )0* = —@ sin 6. (21)

m (b) Veremos ahora cdmo obtener la ecuacién de movimiento para  a partir del lagrangiano del sistema. En

términos de la tnica variable independiente y de su derivada, el lagrangiano es

1 .
L= §l2 (m1 cos? 0 + my sin® 9) 62 + mogl cos 6.

La ecuacién de movimiento resulta

dor_or
dtof 08

El primer término es

—— =1 (ml cos 0° + mysinf ) 0 + 21 sin 0 cos 0 (mg — my) 07,

dt 99
en tanto que

L )
2_0 = [*sinf cos  (my — m1) 6% — myglsin 6.

Igualando se obtiene nuevamente la Ec. (21).
Hay que notar que como el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo y es, ademads, una funcion

cuadratica de 6, la suma de las energias cinética y potencial es una cantidad conservada,

1 )
E = §l2 (m1 cos? § + my sin® 0) 62 — mogl cosd.
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m (c) El problema principal ahora es calcular la tension en el hilo cuando m; = ms = m. Si las masas son

iguales, la energia es

1 .
E = 5ml292 — mgl cos b, (22)

y la ecuacion de movimiento se reduce a lo Siguiente:
é = ‘l 0 23

que es la ecuacién de movimiento de un péndulo plano, con un periodo de oscilacion, para pequefias ampli-

tudes, dado por 7 = 27/ /g.
La tension en el hilo puede encontrarse a partir de la aceleracién de cualquiera de las dos masas, plante-

© L

ando la segunda ley de Newton.

mg

Por ejemplo, la aceleracion de la primera particula multiplicada por su masa debe ser igual a la proyeccion

sobre el eje x de la tensén T, es decir,

I = ——siné.
m

Sabiendo que #; = l(é cos ) — 62 sin 6), se encuentra

Zsin@ = -] (écose —9281n9> )
m

A partir de ecuacién de movimiento se elimina 6, resultando
T :
— =gcosf + 16, (24)
m

y a partir de la ecuacién de la energia 1i puede escribirse 62 en funcién de 6. Haciendo este reemplazo, la

tension, en términos de 8, es
T 2F
— =3gcosf+ —. (25)
m ml

Las condiciones iniciales para 6 y 6 fijan el valor de la energia. Queda como ejercicio llegar al mismo

resultado (25) a partir de la ecuacién de Newton de la segunda masa.
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A modo de verificacién pueden plantearse dos condiciones iniciales donde es facil prever el valor de la
tension. Supdngase primero que las dos masas son dejadas en reposo, con la primera masa en r; = 0 y la
segunda en y, = [. Es evidente que la magnitud de la tension debe ser igual al peso de la segunda masa. En
efecto: con @ = 0y E = —mgl se obtiene T' = mg. Otro caso fécil de analizar es cuando las masas son
dejadas en reposo con la primera masa en z; = [ y la segunda en y, = 0, lo que implica £ = (. La tensién
deberia ser cero, y en verdad asi ocurre, puesto que para § = 7/2y E = 0 la Ec. da’l = 0.

Otra forma de encontrar la tensién de la cuerda es considerar la fuerza de tension como una fuerza aplicada
mads, dejando sin efecto, al mismo tiempo, la condicién de vinculo que fija la longitud de la cuerda. Lo que
distingue una fuerza aplicada de una fuerza de vinculo es que la primera es conocida y la segunda es parte
de la solucidn del problema. De manera que tratar a una fuerza de vinculo como si fuera una fuerza aplicada
puede llevar a un camino sin salida. Veremos sin embargo que no es siempre el caso. La idea entonces es
incluir a la tensién como una fuerza aplicada mds, eliminar el vinculo asociado a la longitud constante de la
cuerda, encontrar las ecuaciones de movimiento, que dependerdn de 7', y s6lo al final preguntarnos cuanto
deberia valer T para que la distancia entre las particulas sea constante.

Entonces, empecemos por suponer que si bien las dos masas se mueven cada una sobre un eje, la distancia

entre ellas puede tener cualquier valor, digamos p.

psinf
x
9\« p
pcos b
Y
Asi, las posiciones de las masas serdn
r; = psinf z, ro = pcosfy.

Supondremos que las fuerzas aplicadas sobre cada masa son sus pesos y la tensién de la cuerda. Como la
tension no tiene asociado un potencial, en lugar de escribir el lagrangiano retrocederemos un paso, escribiendo

las ecuaciones de Lagrange en la forma

donde

Escribimos la energia cinética usando la letra K, reservando 7" para la tension. La energia cinética se calcula

facilmente y es

1 .
K= §m <p2 + )0292) .
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Estamos suponiendo, como antes, que m; = my = m. Como las dos variables independientes son ahora 6 y

p, tendremos el siguiente par de ecuaciones:

doK oK _

dtop op 7

d oK 0K

diop o0 @ (20)

La fuerza neta aplicada sobre cada masa es

F; = (mg+Tcosb)y—Tsinfz,

Fy = (mg—TcosO)y+ Tsinf z.

Por otro lado,

81’1

ap =sinf z, %:pcosﬁfc,
%_IZ:COSGQ, %:—psin@g}.

Con esto resulta

Q, = —Tsin?6 — T cos* 6 + mgcosf = —T + mgcos b,

Qo = —T'sinfcost —mgpsinf + T cossinf = —mgpsinb.

Las ecuaciones de Lagrange son, finalmente,

m(p— pb%) = =T + mgcos¥,

m(p*0 + 2pph) = —mgpsin 0.

El paso crucial ahora es imponer la condicién p = [, constante, es decir, p = p = 0. Lo importante es notar

que al hacer eso se obtiene el valor de la tensién en términos de 6 y de 0,
T = ml6® + mg cos .

Esto coincide con el resultado anterior, Ec. li La condicién p = [ impuesta en la ecuacién para 0 implica

la misma ecuacion de movimiento encontrada anteriormente,

0 = —%sin&.
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Como el peso es una fuerza que proviene del gradiente de un potencial, el peso de las dos masas podria
haber sido incluido en el primer miembro de las ecuaciones de Lagrange, Ecs. (26)), definiendo como antes

un lagrangiano igual a K — V, e incluyendo en la definicién de las fuerzas generalizadas (); sélo la tension,

doL or_
dtop 0p 7
d oL 0L
diog 00 Qo
Qp=-T, Qo =0, (27)

con

1 .
L= g™ <,b2 + p2¢92> + mgl cos 6.

Esta forma de escribir las ecuaciones de Lagrange es en esencia equivalente a aplicar el método de los

multiplicadores del mismo. Ese es el método que (sin demostrarlo) presentaremos a continuacion.

Para explicar los fundamentos del método de los multiplicadores de Lagrange, supondremos que se quiere

averiguar la fuerza asociada a un dado vinculo. La condicién de vinculo ha de poder escribirse como
> aidg; + bdt =0, (28)

donde los coeficientes a; y b pueden ser funciones de las coordenadas y del tiempo.
Al aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange, la condicién geométrica impuesta por el vinculo
se elimina al comienzo del planteo. Dicho en otras palabras, la variable cuyo movimiento el vinculo restringe

se considera una variable dindmica mds. Las ecuaciones de Lagrange se sustituyen por estas otras

iaL B oL
dtdq¢;  Og;

= )\a'ia

donde A es el llamado multiplicador de Lagrange y es una incégnita mas del problema, que debe elegirse de

modo que se satisfaga la Ec. 0, de manera equivalente,
> aigi+b=0. (29)

La equivalencia formal con el método que aplicamos anteriormente es clara.

Volviendo al problema de las dos masas, la ecuacién de vinculo p = [ puede llevarse a las formas 0

9,

dp = 0, p=0. (30)
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Esto equivale a tener a, = 1 y ap = b = 0. El lagrangiano se construye con p y ¢ como coordenadas

generalizadas,
1 .
L= 3™ <p2 + p26’2> + mgl cos 6.

Las ecuaciones de Lagrange son entonces

4oL oL _
dtop 0Op

d oL 0L

%% T 0. 31D

Notar la equivalencia completa con las Ecs. (27). Igual que antes, se obtiene

m(p— pb?) —mgcosf = \,

m(p*0 + 2pph) + mgpsin 6 = 0.
Recién ahora se impone la condicién (30) sobre p, con lo que resulta

—mlf? — mgcost = \,

mi*0 + mglsinf = 0.

Sabiendo que lo que estd a la derecha de cada ecuacion de Lagrange (31)) debe ser la fuerza generalizada

asociada a la fuerza de vinculo que se quiere determinar, puede hacerse la identificacién

A=Q,.

Pero, por otro lado, ya vimos que (), = —7T, de manera que A = —T'. Asi queda resuelto el problema de

hallar la tensién en el hilo.

m (d) El periodo de movimiento para pequefias oscilaciones quedd escrito al comienzo del item (c). El

resultado coincidia con el periodo de un péndulo plano de longitud I, 7 = 27/l /g.
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