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1. Verificar las siguientes propiedades

(a) [Â, B̂] = −[B̂, Â]

(b) [Â, c] = 0 (c ∈ C)
(c) [Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ]

(d) [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]

(e) [ÂB̂, Ĉ] = [Â, Ĉ]B̂ + Â[B̂, Ĉ]

(f) [Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0 (Identidad de Jacobi)

(g) [f(Â), Â] = 0

(h) [AB,CD] = −AC{D,B}+A{C,B}D − C{D,A}B + {C,A}DB

2. Evaluar los siguientes operadores

(a) [x̂, p̂x]

(b) [ẑ, p̂x]

(c) [x̂, p̂x
2]

(d) [x̂, G(p̂x)] ; G es una función anaĺıtica (Solución: ih̄ ∂G∂px )

(e) [p̂x, F (x̂)] ; F es una función anaĺıtica (Solución: −ih̄∂F∂x )

(f) [p̂x, x̂
2]

(g) [ep̂, p̂]

(h) [Ĥ, x̂] (Ĥ es el operador Hamiltoniano en 1 dimensión)

(i) [Ĥ, p̂]

(j) [x̂, d̂dx ]

(k) [ d̂dx , x̂
2]

3. Sean Â y B̂, dos operadores que conmutan con [Â, B̂]. Demostrar que

[Âm, B̂] = mÂm−1[Â, B̂].

Calcular la expresión correspondiente a [Â, B̂n].

4. Mostrar que [eηÂ, B̂] = ηeηÂ[Â, B̂]. Calcular [Â, eηB̂ ].

5. La derivada de un operador Â(λ) que depende expĺıcitamente de un parámetro
λ se define como

dÂ(λ)

dλ
= lim
ε→0

Â(λ+ ε)− Â(λ)

ε
.

Mostrar que

d

dλ
(ÂB̂) =

dÂ

dλ
B̂ + Â

dB̂

dλ

d

dλ
(Â−1) = −Â−1 dÂ

dλ
Â−1
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6. Considerar Â(s) ≡ esL̂Âe−sL̂. Demostrar:

(a) dÂ(s)
ds = [L̂, Â(s)]

(b) d2Â(s)
ds2 = [L̂, [L̂, Â(s)]]

(c) d3Â(s)
ds3 = [L̂, [L̂, [L̂, Â(s)]]]

7. Utilizando lo anterior, expandir Â(1) en una serie de Taylor, y demostrar que

eL̂Âe−L̂ = Â+ [L̂, Â] +
1

2!
[L̂, [L̂, Â]] +

1

3!
[L̂, [L̂, [L̂, Â]]] + . . .

8. Sean Â y B̂, dos operadores que conmutan con [Â, B̂]. Demostrar que

eÂeB̂ = eÂ+B̂e
1
2 [Â,B̂]

Ayuda:

(a) Mostrar que [eηÂ, B̂] = ηeηÂ[Â, B̂]

(b) Definimos ĝ(η) ≡ eηÂeηB̂e−η(Â+B̂).
Demostrar que la derivada es: dĝ

dη̂ = η[Â, B̂]ĝ.

(c) Integrar la ecuación anterior.

9. Sean Â y B̂, dos operadores que conmutan con [Â, B̂]. Demostrar que

eÂeB̂ = eB̂eÂe[Â,B̂]
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